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Розділ 1. ЛІНІЙНА АЛГЕБРА

1. Матриці. Дії над матрицями

Матрицею розміру 
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 називають прямокутну таблицю чисел, в якій 
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 рядків та 
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або коротко 
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Числа 
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 називаються елементами матриці, перший індекс 
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 – номер рядка, другий 
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 – номер стовпця.

Запис 
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 означає розмір (розмірність) матриці. Число 
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 вказує на кількість рядків, а 
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 – кількість стовпців.

Матриця називається прямокутною, якщо 
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, і квадратною, якщо 
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; тоді кількість рядків (стовпців) 
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 називається порядок матриці. 

Дві матриці називаються рівними, якщо у них однакове число рядків і стовпців, і відповідні елементи рівні.

Матриця називається нульовою (нуль-матрицею), якщо всі її елементи дорівнюють нулю. Позначається така матриця буквою 
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Матрицею-рядком називається матриця, яка складається з одного рядка (
[image: image16.wmf]1
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 - матриця ).

Матрицею-стовпцем називається матриця, яка складається з одного стовпця (
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- матриця).

Матриця 
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, яку одержимо з матриці 
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 заміною рядків стовпцями, називається транспонованою відносно матриці 
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Головною діагоналлю квадратної матриці називається уявна пряма, яка з’єднує її елементи, індекси яких однакові, і її елементи називають діагональними.

Квадратна матриця називається діагональною, якщо всі її елементи, крім тих, що не стоять на головній діагоналі, дорівнюють нулю.

У діагональній матриці не всі діагональні елементи відмінні від нуля.

Одиничною матрицею називається діагональна матриця, у якої всі діагональні елементи дорівнюють одиниці. Позначають одиничну матрицю Е.

Визначником квадратної матриці 
[image: image22.wmf]A

 називається визначник, елементами якого є елементи матриці 
[image: image23.wmf]A

, він позначається 
[image: image24.wmf]А

.

Квадратна матриця називається неособливою (невиродженою), якщо її визначник не дорівнює нулю, і особливою (виродженою), якщо її визначник дорівнює нулю.

Приєднаною до квадратної матриці 
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 називається матриця 
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 того ж порядку, елементами якої являються алгебраїчні доповнення відповідних елементів визначника матриці 
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Над матрицями виконують дії додавання, віднімання, множення, множення на число, транспонування.

Добуток матриці 
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, тобто кожен елемент матриці 
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 слід помножити на 
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Сума (різниця) матриць 
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, тобто для знаходження суми (різниці) матриць 
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 і 
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 слід додати (відняти) їх відповідні елементи. Сума та різниця визначені для матриць однакового розміру. 

Добутком матриці 
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 називають матрицю 
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 розміру 
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 якої обчислюються за правилом: 
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 є сумою попарних добутків елементів 
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-го рядка матриці 
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 та відповідних елементів 
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-го стовпця матриці 
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. Добуток 
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 визначений, якщо число стовпців матриці 
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 дорівнює числу рядків матриці 
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. В загальному випадку 
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Транспонування матриці: якщо рядки матриці 
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записати як стовпці (зберігаючи порядок), то отриману матрицю називають транспонованою до матриці 
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 і позначають 
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. Відзначимо, що якщо 
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 – матриця розміру 
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1.  Знайти матрицю 
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2.  Знайти матрицю
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3.  Знайти 
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4.  Обчислити 
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5.  Знайти 
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Отже,  
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6.  Обчислити 
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7.  Обчислити добуток матриць 
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8.  Обчислити добуток матриць 
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9.  Знайти 
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[image: image124.wmf]  а) Записуючи перший та другий рядки матриці 
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б) Аналогічно знаходимо   
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10.  Обчислити 
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11.  Обчислити 
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12.  Обчислити 
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Обчислити добуток 
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18.  Знайти 
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2. Визначник матриці. Обчислення визначників
Визначник є числовою характеристикою квадратної матриці. Визначником матриці 
[image: image164.wmf]A

 розміру 
[image: image165.wmf]22
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 або визначником другого порядку називається число, яке обчислюється за формулою
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Визначником матриці 
[image: image167.wmf]A

 розміру 
[image: image168.wmf]33
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 або визначником третього порядку називається число, яке обчислюється за формулою
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Формулу (2) називають розкладом визначника за елементами першого рядка. Слід запам’ятати лише принцип побудови правої частини формули (2): елемент 
[image: image170.wmf]11

a

 множимо на визначник другого порядку, який дістаємо з визначника 
[image: image171.wmf]A

 викреслюванням у ньому 1-го рядка і 1-го стовпця; другий доданок беремо зі знаком “мінус” і множимо елемент 
[image: image172.wmf]12

a

 на визначник другого порядку, який дістаємо з визначника 
[image: image173.wmf]A

 викреслюванням у ньому 1-го рядка і 2-го стовпця; третій доданок беремо зі знаком “плюс” і множимо елемент 
[image: image174.wmf]13
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 на визначник другого порядку, який дістаємо з визначника 
[image: image175.wmf]A

 викреслюванням у ньому 1-го рядка і 3-го стовпця.

Алгебраїчним доповненням елемента 
[image: image176.wmf]ij
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 матриці 
[image: image177.wmf]A

 називається число, яке дорівнює добутку 
[image: image178.wmf](
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 на визначник матриці, яка утворюється в результаті викреслювання у матриці 
[image: image179.wmf]A

 рядка з номером 
[image: image180.wmf]i

 та стовпця з номером 
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. Позначимо алгебраїчне доповнення елемента 
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 через 
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. Для матриці 
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[image: image185.wmf]33

´

 маємо:
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Отже, формулу (2) можна записати у вигляді
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Визначник четвертого порядку обчислюється за аналогічною до (2′) формулою
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де 
[image: image191.wmf]1
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 – відповідні алгебраїчні доповнення елементів 
[image: image192.wmf]1
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 першого рядка матриці, тобто визначники третього порядку, помножені на 
[image: image193.wmf](
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Для обчислення визначників, порядок яких вищий за третій, доцільно використовувати деякі з їх властивостей. 

1º. Визначник не зміниться, якщо до одного рядка (стовпця) додати інший, помножений на довільне число.

2º. Якщо у визначнику поміняти місцями два рядки (стовпці), то визначник змінить знак на протилежний.

3º. Визначник матриці не змінюється при її транспонуванні, тобто 
[image: image194.wmf]T
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Обчислити визначники:
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[image: image196.wmf]  За формулою (1) маємо  
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[image: image200.wmf]  Застосовуючи послідовно формули (2) та (1), знаходимо
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[image: image205.wmf] Застосовуючи послідовно формули (2) та (1), знаходимо
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[image: image211.wmf]  За формулою (3) маємо
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Обчислимо визначники третього порядку:
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Остаточно маємо
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23.  
[image: image218.wmf].


[image: image219.wmf] Скористаємось властивістю 1º і утворимо, наприклад, у першому стовпці нулі. Для цього виконаємо послідовно такі дії:

1) до першого рядка додамо другий, помножений на 2; 2) до третього рядка додамо другий, помножений на 
[image: image220.wmf](

)

3

-

;  3) до четвертого рядка додамо другий, помножений на 
[image: image221.wmf](
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. Запишемо в умовних позначеннях вказані дії, а також їх результат (опускаємо запис відповідних обчислень):
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[image: image223.wmf].

Застосуємо далі властивість 3º і послідовно формули (3) та (2):


[image: image224.wmf]
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[image: image226.wmf]
Вправи для самостійного розв’язання
24.  Обчислити визначник другого порядку


[image: image227.wmf]132
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Обчислити визначники третього порядку:
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Обчислити визначники четвертого порядку:

28.  
[image: image231.wmf]2102
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29.  
[image: image232.wmf].

Вказівка. Додати до другого рядка третій, помножений на 
[image: image233.wmf](
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, а потім скористатись властивістю 2º.

Відповіді:

24.  
[image: image234.wmf]1
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25.  156. 
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[image: image235.wmf]148
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29.  266.

3. Обернена матриця. Знаходження  оберненої матриці 
Нехай 
[image: image236.wmf]A

 – квадратна матриця і 
[image: image237.wmf]0
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¹

. Обернена матриця до матриці 
[image: image238.wmf]A

 обчислюється за формулою
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де 
[image: image240.wmf]A
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 – матриця, складена з алгебраїчних доповнень елементів матриці 
[image: image241.wmf]A

. Матрицю 
[image: image242.wmf]A
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 називають приєднаною до 
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Для матриці 
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 формула (4) набуває вигляду
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Для матриці 
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 приєднана матриця має вигляд 
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Обернена матриця 
[image: image248.wmf]1
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 задовольняє співвідношення


[image: image249.wmf]11
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де 
[image: image250.wmf]E

 – одинична матриця. Для перевірки правильності знаходження оберненої матриці достатньо переконатися, наприклад, що 
[image: image251.wmf]1

AAE

-

=

.

30.  Знайти обернену матрицю до матриці  
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[image: image253.wmf]  Визначник матриці 
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140

43

A

-

==¹

. Тому існує обернена матриця до 
[image: image255.wmf]A

. За умовою задачі 
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[image: image261.wmf]
31.  Знайти обернену матрицю та переконатися, що 
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[image: image264.wmf]  Обчислимо визначник матриці A:
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[image: image267.wmf](
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Визначник не дорівнює нулю, тобто обернена матриця існує. 

Знайдемо приєднану матрицю 
[image: image268.wmf]A
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. Для цього обчислимо алгебраїчні доповнення елементів матриці 
[image: image269.wmf]A

. Нагадаємо, що алгебраїчне доповнення 
[image: image270.wmf]ij
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 елемента 
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 – це число, яке дорівнює добутку 
[image: image272.wmf](
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 на визначник матриці, що утворилась, коли у матриці 
[image: image273.wmf]A

 викреслили рядок з номером 
[image: image274.wmf]i

 та стовпець з номером 
[image: image275.wmf]j

. Отже, якщо сума 
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 парна, то знак відповідного визначника не зміниться. Якщо ж сума 
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 непарна, то перед визначником слід поставити знак мінус.


[image: image278.wmf]111213

346463

1,38,27

235352

AAA

==-=-===-

----

,


[image: image279.wmf]212223

572725

1,41,29

235352

AAA

=-===-=-=

----

,


[image: image280.wmf]313233

572725

1,34,24

346463

AAA

==-=-===-

.

Запишемо приєднану матрицю згідно з формулою (6):
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За формулою (4) знаходимо обернену матрицю:
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Покажемо, що 
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[image: image285.wmf](
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[image: image287.wmf]
32.  Знайти обернену матрицю до матриці  
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[image: image289.wmf] Визначник матриці 
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. Знайдемо алгебраїчні доповнення елементів матриці 
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Запишемо приєднану матрицю згідно з (6):
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За формулою (4) знаходимо обернену матрицю 
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[image: image297.wmf]
Вправи для самостійного розв’язання
Знайти обернені матриці до заданих:
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Відповіді:
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4. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь

Система 
[image: image308.wmf]m

 лінійних алгебраїчних рівнянь з 
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 невідомими 
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 має вигляд 
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Систему (7) можна записати у матричному вигляді 
[image: image312.wmf]AXB
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, де


[image: image313.wmf] – матриця системи; 
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 – вектор-стовпець вільних членів;
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 – вектор-стовпець невідомих. 

Набір значень невідомих 
[image: image316.wmf]1122
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 називають розв’язком системи (7), якщо при підстановці їх у рівняння системи всі рівняння перетворюються у тотожності. Система рівнянь називається сумісною, якщо вона має хоча б один розв’язок. Якщо ж система не має жодного розв’язку, то вона називається несумісною. 

4.1. Розв’язування систем лінійних рівнянь методом Гаусса
Універсальним методом розв’язання систем лінійних рівнянь є метод Гаусса, який ще називають методом послідовного виключення невідомих. Цей метод ґрунтується на понятті елементарних перетворень системи, які полягають у наступному: 

1) переставлення рівнянь системи;

2) множення рівнянь системи на довільні числа, відмінні від нуля;

3) додавання до одного рівняння системи іншого рівняння, помноженого на довільне число.

За допомогою елементарних перетворень систему (7) зводять до системи простішого (“східчастого”) вигляду, яка рівносильна заданій (це означає, що розв’язки систем співпадають): 
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(8)

Можливі такі випадки.

1. Якщо система містить хибні рівності виду 
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, де 
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2. Нехай система (8) не містить рівностей виду 
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. Тоді вона є сумісною. Тотожності виду 
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 відкидаємо. Припустимо, що 
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, тобто число рівнянь менше за число невідомих. Назвемо невідомі 
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, з яких починаються перше, друге,..., 
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-те рівняння, основними, а всі інші невідомі – вільними. Основних невідомих за означенням 
[image: image325.wmf]r

. Надаючи вільним невідомим довільних значень і підставляючи ці значення в рівняння системи, з 
[image: image326.wmf]r

-го рівняння системи знайдемо 
[image: image327.wmf]s
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. Підставляючи це значення в перші 
[image: image328.wmf](
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 рівнянь і, піднімаючись вгору по системі, знайдемо всі основні невідомі. Оскільки вільні невідомі можуть набувати будь-яких значень, система має безліч розв’язків.

3. Нехай в системі (8) 
[image: image329.wmf]rn
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. Тоді вільних невідомих немає. В цьому випадку система (8) має “трикутний” вигляд
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З останнього рівняння системи знайдемо 
[image: image331.wmf]n
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 і, піднімаючись по системі вгору, знайдемо всі інші невідомі. Отже, в цьому випадку система має єдиний розв’язок.

Зауваження. При розв’язанні систем, в яких число рівнянь не менше трьох, доцільно виписати розширену матрицю системи 
[image: image332.wmf](
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. Елементарні перетворення над рівняннями системи зводяться при цьому до відповідних дій над рядками розширеної матриці. Після зведення матриці 
[image: image333.wmf](
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 до “східчастого” вигляду виписують систему рівнянь, яка відповідає отриманій матриці.

Розв’язати системи лінійних рівнянь методом Гаусса.
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[image: image335.wmf]  Виключимо невідоме 
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 з другого рівняння. Для цього можна додати до другого рівняння перше рівняння, помножене на 
[image: image337.wmf]3

2

æö

-

ç÷

èø

. Проте, щоб уникнути дій з дробами, краще помножити друге рівняння на 2 і додати до нього перше рівняння, помножене на 
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. Опускаючи запис вказаних обчислень, дістанемо систему, рівносильну заданій:
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З останнього рівняння маємо 
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Отже, задана система має розв’язок 
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[image: image349.wmf]  Додамо до другого рівняння перше, помножене на 
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. В результаті дістанемо систему, рівносильну заданій:
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У цій системі 
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 – вільне невідоме. Надамо йому довільного значення 
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 – множина дійсних чисел). Тоді з другого рівняння системи (
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) знаходимо 
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З першого рівняння системи (
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) знаходимо невідоме 
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Отже, задана система має розв’язок  
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[image: image372.wmf]  Додамо до другого рівняння перше, помножене на 
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Друга рівність у цій системі є хибною. Це означає, що задана система несумісна.  
[image: image375.wmf]
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[image: image377.wmf]  Розв’яжемо задану систему: а) виконуючи елементарні перетворення безпосередньо над рівняннями системи;                               б) використовуючи поняття розширеної матриці системи. 

а) Виключимо невідоме 
[image: image378.wmf]1

x

 з 2-го та 3-го рівнянь системи. Для цього виконаємо послідовно такі дії: 1) додамо до 2-го рівняння 1-ше рівняння, помножене на 
[image: image379.wmf](
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;  2) додамо до 3-го рівняння 1-ше рівняння, помножене на 
[image: image380.wmf](
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. В результаті дістанемо систему простішого вигляду, яка рівносильна заданій:
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Виключимо невідоме 
[image: image382.wmf]2
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 з 3-го рівняння отриманої системи. Для цього додамо до 3-го рівняння 2-ге рівняння, помножене на 5. Дістанемо 
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З останнього рівняння отриманої системи знаходимо 
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. Підставляємо це значення в 2-ге рівняння і знаходимо 
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Підставимо знайдені значення 
[image: image390.wmf]2

x

 та 
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 в 1-ше рівняння системи (
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) і знайдемо 
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Оскільки задана система та система (
[image: image397.wmf]*

) рівносильні, то маємо розв’язок заданої системи:  
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б) Розв’яжемо систему, використовуючи поняття розширеної матриці. Розширена матриця заданої системи має вигляд
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Виключенню невідомого 
[image: image402.wmf]1
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 з 2-го та 3-го рівнянь системи відповідає утворення нулів у першому стовпці розширеної матриці. Для цього виконаємо послідовно такі дії над рядками матриці: 1) додамо до 2-го рядка матриці 1-й рядок, помножений на 
[image: image403.wmf](
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;  2) додамо до 3-го рядка матриці 1-й рядок, помножений на 
[image: image404.wmf](
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. Запишемо в умовних позначеннях вказані дії, а також їх результат – нову розширену матрицю:
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До 3-го рядка отриманої матриці додамо 2-й рядок, помножений на 5 (виключаємо невідоме 
[image: image406.wmf]2
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 з  3-го рівняння системи):
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Зауважимо, що у квадратній таблиці чисел, які записані ліворуч від риски, під діагоналлю стоять нулі.

Випишемо систему рівнянь, яка відповідає знайденій розширеній матриці:
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Отримали систему (
[image: image409.wmf]*

). Її розв’язок  
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Зауваження. Як бачимо з останнього прикладу, для розв’язування системи рівнянь зручно виписати розширену матрицю системи і виконати потрібні перетворення над рядками матриці для утворення нулів на місці певних елементів (це відповідає виключенню відповідних невідомих з рівнянь системи).
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[image: image415.wmf]  Запишемо розширену матрицю системи: 
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Виконаємо послідовно такі дії над рядками цієї матриці: 1) додамо до 2-го рядка матриці 1-й рядок, помножений на 
[image: image417.wmf](
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; 2) додамо до 3-го рядка 1-й рядок, помножений на 
[image: image418.wmf](
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. Запишемо схематично ці дії, а також їх результат – нову розширену матрицю:
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Третій рядок цієї матриці помножимо на 10 і додамо до нього 2-й рядок, помножений на 
[image: image420.wmf](
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. Запишемо схематично ці дії, а також їх результат – нову розширену матрицю:
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Запишемо систему рівнянь, яка відповідає знайденій розширеній матриці:



[image: image422.wmf]123

23

3

233

1091

5757.

xxx

xx

x

++=

ì

ï

--=-

í

ï

=-

î

          (
[image: image423.wmf]*

)

Система (
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) рівносильна заданій. Розв’яжемо систему (
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). З останнього рівняння системи знаходимо 
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Таким чином, 
[image: image429.wmf]123

1

,1,1

2

xxx

===-

.

Перевірка:
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Отже, в результаті підстановки знайдених значень невідомих в задану систему, кожне з рівнянь системи перетворилось у тотожність. Це означає, що систему розв’язано вірно. 
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[image: image433.wmf]  Запишемо розширену матрицю  системи і поміняємо місцями її перший та третій рядки:
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Виконаємо наступні дії над рядками нової матриці: 1) додамо до 2-го рядка 1-й рядок, помножений на 
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; 2) додамо до 3-го рядка 1-й рядок, помножений на 
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. Запишемо схематично ці дії, а також їх результат – нову розширену матрицю:
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Третій рядок помножимо на 
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)

2

-

 і додамо до нього 2-й рядок:
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Запишемо систему рівнянь, яка відповідає знайденій розширеній матриці:
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Остання рівність в цій системі є хибною. Звідси випливає несумісність заданої системи.

Таким чином, задана система не має розв’язків.  
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[image: image443.wmf]  Запишемо розширену матрицю системи і виконаємо елементарні перетворення над її рядками, схематично записуючи всі дії: 
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Запишемо систему рівнянь, яка відповідає знайденій розширеній матриці (тотожність 
[image: image446.wmf]00
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 при цьому відкидаємо):
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 – довільна стала. Тоді з рівнянь системи (
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), рухаючись знизу вгору, послідовно знаходимо

[image: image452.wmf](

)

2

103

103174:358

3

xcc

=-+=-+

,


[image: image453.wmf]1

103

65958112:4

3

xcc

æö

æö

=--×-+-=

ç÷

ç÷

èø

èø



[image: image454.wmf](

)

(

)

317

65309522112:4244634:461

2

cccc

=-+--=-=-

.

Отже, розв’язок системи має вигляд
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[image: image461.wmf]  Запишемо розширену матрицю заданої системи і виконаємо потрібні перетворення над її рядками:
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Запишемо систему рівнянь, яка відповідає знайденій розширеній матриці:
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       Розв’яжемо цю систему: з останнього рівняння системи знаходимо 
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Таким чином, 
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Перевірка:


[image: image473.wmf]111

541474960

337

6060

111

918494

44

337

1115555

4216810555

337

11.

111

3371.

337

ì

×+×-×=

ï

ï

=

ì

ï

×-×+×=

ï

ï

=

ïï

Û

íí

=

ïï

×+×-×=

ïï

=

î

ï

ï

×-×+×=

ï

î


Отже, в результаті підстановки знайдених значень невідомих в задану систему, кожне з рівнянь системи перетворилось у тотожність Це означає, що систему розв’язано вірно.  
[image: image474.wmf]
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Знайденій розширеній матриці відповідає система рівнянь 
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Остання рівність у цій системі є хибною. Тому задана система не має розв’язків.  
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Знайденій матриці відповідає система рівнянь
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Надамо невідомому 
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 довільного значення 
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. Починаючи з другого рівняння і переходячи до першого, знаходимо 
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Маємо систему рівнянь


[image: image501.wmf]1234

234

2736

11510.

xxxx

xxx

+++=

ì

í

--+=-

î


У цій системі 
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Підставляючи це значення в перше рівняння, отримаємо
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Таким чином, 
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Останній матриці відповідає система рівнянь
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Поклавши 
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Далі, підставляючи в друге рівняння вираз для 
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Підставляючи в перше рівняння системи 
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Отже, 
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Третій рядок останньої матриці свідчить, що відповідна система містить хибну рівність 
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. Отже, задана система не має       розв’язків.  
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Запишемо систему рівнянь, яка відповідає знайденій розширеній матриці: 
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З 4-го рівняння системи знаходимо 
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Отже, система має розв’язок  
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Вправи для самостійного розв’язання
Розв’язати системи рівнянь або довести їх несумісність:
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Відповіді:
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55.  Несумісна.
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57.  Несумісна.

58.  
[image: image593.wmf]1

31

22

xc

=-

, 
[image: image594.wmf]2

xc

=

,  
[image: image595.wmf]3

xc

=

.  
59. 
[image: image596.wmf]1

1

3

x

=

,  
[image: image597.wmf]2

5

x

=

,  
[image: image598.wmf]3

2

x

=

.  

60.  Несумісна.  
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63.  Несумісна.  
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4.2. Розв’язування систем лінійних рівнянь

матричним методом

Нехай маємо систему рівнянь (7), в якій 
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, тобто число рівнянь дорівнює числу невідомих. Запишемо систему у матричному вигляді (див. стор. 17)



[image: image611.wmf]AXB

=

.
(9)

Якщо 
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, то розв’язок системи рівнянь (9) можна знайти за формулою 
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Розв’язати системи лінійних рівнянь матричним методом:
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[image: image615.wmf]  Для заданої системи рівнянь матриця системи, вектор-стовпець вільних членів та вектор-стовпець невідомих мають відповідно вигляд
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Визначник матриці 
[image: image619.wmf]9

A

=

. За формулою (5) знаходимо обернену матрицю
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Застосувавши формулу (10), дістанемо 
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Таким чином, 
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[image: image627.wmf]  Для заданої системи
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Обчислимо визначник матриці 
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Для знаходження оберненої матриці 
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 обчислимо алгебраїчні доповнення:
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За формулою (6) запишемо приєднану матрицю
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За формулою (4) знаходимо обернену матрицю
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Застосувавши формулу (10), дістанемо
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Таким чином, 
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[image: image653.wmf]  Запишемо матрицю системи  
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Обчислимо визначник матриці 
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Отже, маємо приєднану матрицю
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За формулою (4) знаходимо обернену матрицю
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Застосувавши формулу (10), дістанемо
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Звідси  
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[image: image668.wmf]  Запишемо матрицю системи
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Обчислимо її визначник: 
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Отже, приєднана матриця
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За формулою (4) знаходимо обернену матрицю
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Застосувавши формулу (10), дістанемо
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Звідси  
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Вправи для самостійного розв’язання
Розв’язати системи лінійних рівнянь матричним методом:
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Відповіді:
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4.3. Розв’язування систем лінійних рівнянь

 за формулами Крамера

Нехай маємо систему рівнянь (7), в якій 
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, то розв’язок системи можна знайти за формулами Крамера
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-го стовпця на стовпець вільних членів 
[image: image704.wmf]B

. 

Розв’язати системи лінійних рівнянь за формулами Крамера:
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[image: image706.wmf]  Знаходимо визначник матриці системи
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[image: image727.wmf]213

12113

322

D=-=

,  
[image: image728.wmf]1

913

22113

722

D=--=-

,


[image: image729.wmf]2

293

12126

372

D=-=

,  
[image: image730.wmf]3

219

12239

327

D=--=

.

За формулами Крамера отримуємо


[image: image731.wmf]1

1

13

1

13

x

D

-

===-

D

,  
[image: image732.wmf]2

2

26

2

13

x

D

===

D

,  
[image: image733.wmf]3

3

39

3

13

x

D

===

D

.  
[image: image734.wmf]
Вправи для самостійного розв’язання
Розв’язати системи лінійних рівнянь за формулами Крамера:

76.  
[image: image735.wmf]12

12

9519

7.

xx

xx

-=

ì

í

-=

î



77.  
[image: image736.wmf]123

123

123

5410164

9796

73932.

xxx

xxx

xxx

--=

ì

ï

-++=-

í

ï

++=-

î

 

78.  
[image: image737.wmf]123

123

123

791166

67363

108102.

xxx

xxx

xxx

--+=

ì

ï

-++=

í

ï

+-=-

î


Відповіді:

76.  
[image: image738.wmf]1

4

x

=-

,  
[image: image739.wmf]2

11

x

=-

.
77.  
[image: image740.wmf]1

10

x

=

,  
[image: image741.wmf]2

1

x

=-

,  
[image: image742.wmf]3

11

x

=-

.

78.  
[image: image743.wmf]1

11

x

=-

,  
[image: image744.wmf]2

0

x

=

,  
[image: image745.wmf]3

1

x

=-

.

Зміст
Матриці.  Дії над матрицями -----------------------------------------------------   4
Визначник матриці. Обчислення визначників -------------------------------- 11

Обернена матриця. Знаходження оберненої матриці -----------------------  15

Системи  лінійних алгебраїчних рівнянь --------------------------------------  19

Розв′язування систем лінійних рівнянь методом Гаусса -------------------  20

Розв′язування систем лінійних рівнянь матричним методом -------------   36
Розв′язування систем лінійних рівнянь за формулами Крамера ----------  41

44
41

_1263727127.unknown

_1263728381.unknown

_1263728458.unknown

_1263728492.unknown

_1263728525.unknown

_1479269273.unknown

_1479269281.unknown

_1479269286.unknown

_1479269290.unknown

_1479269292.unknown

_1479269294.unknown

_1479269295.unknown

_1479269293.unknown

_1479269291.unknown

_1479269288.unknown

_1479269289.unknown

_1479269287.unknown

_1479269284.unknown

_1479269285.unknown

_1479269283.unknown

_1479269277.unknown

_1479269279.unknown

_1479269280.unknown

_1479269278.unknown

_1479269275.unknown

_1479269276.unknown

_1479269274.unknown

_1263729505.unknown

_1270026432.unknown

_1272801417.unknown

_1276347492.unknown

_1479269271.unknown

_1479269272.unknown

_1276347518.unknown

_1276347555.unknown

_1272801616.unknown

_1276347480.unknown

_1272801796.unknown

_1272801443.unknown

_1272801381.unknown

_1272801393.unknown

_1270026611.unknown

_1270026819.unknown

_1270026470.unknown

_1263729871.unknown

_1264666078.unknown

_1266214974.unknown

_1267884978.unknown

_1267885197.unknown

_1267885393.unknown

_1267885005.unknown

_1266319711.unknown

_1266656876.unknown

_1266319705.unknown

_1264668213.unknown

_1264668231.unknown

_1264666210.unknown

_1263730047.unknown

_1263730122.unknown

_1263730868.unknown

_1263742772.unknown

_1263730288.unknown

_1263730865.unknown

_1263730266.unknown

_1263730084.unknown

_1263729933.unknown

_1263730033.unknown

_1263729902.unknown

_1263729775.unknown

_1263729845.unknown

_1263729862.unknown

_1263729788.unknown

_1263729654.unknown

_1263729765.unknown

_1263729533.unknown

_1263728533.unknown

_1263729167.unknown

_1263729435.unknown

_1263729439.unknown

_1263729227.unknown

_1263729058.unknown

_1263729155.unknown

_1263729034.vsd

_1263728529.unknown

_1263728531.unknown

_1263728532.unknown

_1263728530.unknown

_1263728527.unknown

_1263728528.unknown

_1263728526.unknown

_1263728509.unknown

_1263728517.unknown

_1263728521.unknown

_1263728523.unknown

_1263728524.unknown

_1263728522.unknown

_1263728519.unknown

_1263728520.unknown

_1263728518.unknown

_1263728513.unknown

_1263728515.unknown

_1263728516.unknown

_1263728514.unknown

_1263728511.unknown

_1263728512.unknown

_1263728510.unknown

_1263728500.unknown

_1263728504.unknown

_1263728507.unknown

_1263728508.unknown

_1263728506.unknown

_1263728502.unknown

_1263728503.unknown

_1263728501.unknown

_1263728496.unknown

_1263728498.unknown

_1263728499.unknown

_1263728497.unknown

_1263728494.unknown

_1263728495.unknown

_1263728493.unknown

_1263728474.unknown

_1263728483.unknown

_1263728487.unknown

_1263728489.unknown

_1263728490.unknown

_1263728488.unknown

_1263728485.unknown

_1263728486.unknown

_1263728484.unknown

_1263728479.unknown

_1263728481.unknown

_1263728482.unknown

_1263728480.unknown

_1263728476.unknown

_1263728477.unknown

_1263728475.unknown

_1263728466.unknown

_1263728470.unknown

_1263728472.unknown

_1263728473.unknown

_1263728471.unknown

_1263728468.unknown

_1263728469.unknown

_1263728467.unknown

_1263728462.unknown

_1263728464.unknown

_1263728465.unknown

_1263728463.unknown

_1263728460.unknown

_1263728461.unknown

_1263728459.unknown

_1263728414.unknown

_1263728434.unknown

_1263728447.vsd
;�


_1263728454.unknown

_1263728456.unknown

_1263728457.unknown

_1263728455.unknown

_1263728451.unknown

_1263728453.unknown

_1263728450.unknown

_1263728443.unknown

_1263728445.unknown

_1263728446.unknown

_1263728444.unknown

_1263728436.unknown

_1263728442.unknown

_1263728435.unknown

_1263728422.unknown

_1263728426.unknown

_1263728428.unknown

_1263728430.unknown

_1263728427.unknown

_1263728424.unknown

_1263728425.unknown

_1263728423.unknown

_1263728418.unknown

_1263728420.unknown

_1263728421.unknown

_1263728419.unknown

_1263728416.unknown

_1263728417.unknown

_1263728415.unknown

_1263728397.unknown

_1263728405.unknown

_1263728409.unknown

_1263728411.unknown

_1263728413.unknown

_1263728410.unknown

_1263728407.unknown

_1263728408.unknown

_1263728406.unknown

_1263728401.unknown

_1263728403.unknown

_1263728404.unknown

_1263728402.unknown

_1263728399.unknown

_1263728400.unknown

_1263728398.unknown

_1263728389.unknown

_1263728393.unknown

_1263728395.unknown

_1263728396.unknown

_1263728394.unknown

_1263728391.unknown

_1263728392.unknown

_1263728390.unknown

_1263728385.unknown

_1263728387.unknown

_1263728388.unknown

_1263728386.unknown

_1263728383.unknown

_1263728384.unknown

_1263728382.unknown

_1263727267.unknown

_1263728315.unknown

_1263728348.unknown

_1263728364.unknown

_1263728372.unknown

_1263728376.unknown

_1263728379.unknown

_1263728380.unknown

_1263728377.unknown

_1263728374.unknown

_1263728375.unknown

_1263728373.unknown

_1263728368.unknown

_1263728370.unknown

_1263728371.unknown

_1263728369.unknown

_1263728366.unknown

_1263728367.unknown

_1263728365.unknown

_1263728356.unknown

_1263728360.unknown

_1263728362.unknown

_1263728363.unknown

_1263728361.unknown

_1263728358.unknown

_1263728359.unknown

_1263728357.unknown

_1263728352.unknown

_1263728354.unknown

_1263728355.unknown

_1263728353.unknown

_1263728350.unknown

_1263728351.unknown

_1263728349.unknown

_1263728331.unknown

_1263728339.unknown

_1263728344.unknown

_1263728346.unknown

_1263728347.unknown

_1263728345.unknown

_1263728342.unknown

_1263728343.unknown

_1263728341.unknown

_1263728335.unknown

_1263728337.unknown

_1263728338.unknown

_1263728336.unknown

_1263728333.unknown

_1263728334.unknown

_1263728332.unknown

_1263728323.unknown

_1263728327.unknown

_1263728329.unknown

_1263728330.unknown

_1263728328.unknown

_1263728325.unknown

_1263728326.unknown

_1263728324.unknown

_1263728319.unknown

_1263728321.unknown

_1263728322.unknown

_1263728320.unknown

_1263728317.unknown

_1263728318.unknown

_1263728316.unknown

_1263728280.unknown

_1263728296.unknown

_1263728307.unknown

_1263728311.unknown

_1263728313.unknown

_1263728314.unknown

_1263728312.unknown

_1263728309.unknown

_1263728310.unknown

_1263728308.unknown

_1263728301.unknown

_1263728305.unknown

_1263728306.unknown

_1263728302.unknown

_1263728299.unknown

_1263728300.unknown

_1263728297.unknown

_1263728288.unknown

_1263728292.unknown

_1263728294.unknown

_1263728295.unknown

_1263728293.unknown

_1263728290.unknown

_1263728291.unknown

_1263728289.unknown

_1263728284.unknown

_1263728286.unknown

_1263728287.unknown

_1263728285.unknown

_1263728282.unknown

_1263728283.unknown

_1263728281.unknown

_1263728263.unknown

_1263728271.unknown

_1263728275.unknown

_1263728278.unknown

_1263728279.unknown

_1263728277.unknown

_1263728273.unknown

_1263728274.unknown

_1263728272.unknown

_1263728267.unknown

_1263728269.unknown

_1263728270.unknown

_1263728268.unknown

_1263728265.unknown

_1263728266.unknown

_1263728264.unknown

_1263728254.unknown

_1263728259.unknown

_1263728261.unknown

_1263728262.unknown

_1263728260.unknown

_1263728257.unknown

_1263728258.unknown

_1263728256.unknown

_1263727276.unknown

_1263728250.unknown

_1263728252.unknown

_1263728253.unknown

_1263728251.unknown

_1263727280.unknown

_1263728248.unknown

_1263728249.unknown

_1263727282.unknown

_1263727284.unknown

_1263728247.unknown

_1263727283.unknown

_1263727281.unknown

_1263727278.unknown

_1263727279.unknown

_1263727277.unknown

_1263727271.unknown

_1263727273.unknown

_1263727274.unknown

_1263727272.unknown

_1263727269.unknown

_1263727270.unknown

_1263727268.unknown

_1263727199.unknown

_1263727234.unknown

_1263727251.unknown

_1263727259.unknown

_1263727263.unknown

_1263727265.unknown

_1263727266.unknown

_1263727264.unknown

_1263727261.unknown

_1263727262.unknown

_1263727260.unknown

_1263727255.unknown

_1263727257.unknown

_1263727258.unknown

_1263727256.unknown

_1263727253.unknown

_1263727254.unknown

_1263727252.unknown

_1263727243.unknown

_1263727247.unknown

_1263727249.unknown

_1263727250.unknown

_1263727248.unknown

_1263727245.unknown

_1263727246.unknown

_1263727244.unknown

_1263727238.unknown

_1263727240.unknown

_1263727241.unknown

_1263727239.unknown

_1263727236.unknown

_1263727237.unknown

_1263727235.unknown

_1263727217.unknown

_1263727226.unknown

_1263727230.unknown

_1263727232.unknown

_1263727233.unknown

_1263727231.unknown

_1263727228.unknown

_1263727229.unknown

_1263727227.unknown

_1263727222.unknown

_1263727224.unknown

_1263727225.unknown

_1263727223.unknown

_1263727219.unknown

_1263727221.unknown

_1263727218.unknown

_1263727207.unknown

_1263727213.unknown

_1263727215.unknown

_1263727216.unknown

_1263727214.unknown

_1263727211.unknown

_1263727212.unknown

_1263727210.unknown

_1263727203.unknown

_1263727205.unknown

_1263727206.unknown

_1263727204.unknown

_1263727201.unknown

_1263727202.unknown

_1263727200.unknown

_1263727165.unknown

_1263727182.unknown

_1263727190.unknown

_1263727195.unknown

_1263727197.unknown

_1263727198.unknown

_1263727196.unknown

_1263727192.unknown

_1263727193.unknown

_1263727191.unknown

_1263727186.unknown

_1263727188.unknown

_1263727189.unknown

_1263727187.unknown

_1263727184.unknown

_1263727185.unknown

_1263727183.unknown

_1263727174.unknown

_1263727178.unknown

_1263727180.unknown

_1263727181.unknown

_1263727179.unknown

_1263727176.unknown

_1263727177.unknown

_1263727175.unknown

_1263727170.unknown

_1263727172.unknown

_1263727173.unknown

_1263727171.unknown

_1263727167.unknown

_1263727168.unknown

_1263727166.unknown

_1263727149.unknown

_1263727157.unknown

_1263727161.unknown

_1263727163.unknown

_1263727164.unknown

_1263727162.unknown

_1263727159.unknown

_1263727160.unknown

_1263727158.unknown

_1263727153.unknown

_1263727155.unknown

_1263727156.unknown

_1263727154.unknown

_1263727151.unknown

_1263727152.unknown

_1263727150.unknown

_1263727141.unknown

_1263727145.unknown

_1263727147.unknown

_1263727148.unknown

_1263727146.unknown

_1263727143.unknown

_1263727144.unknown

_1263727142.unknown

_1263727131.unknown

_1263727138.unknown

_1263727139.unknown

_1263727134.unknown

_1263727129.unknown

_1263727130.unknown

_1263727128.unknown

_1263726972.unknown

_1263727060.unknown

_1263727093.unknown

_1263727110.unknown

_1263727118.unknown

_1263727122.unknown

_1263727124.unknown

_1263727125.unknown

_1263727123.unknown

_1263727120.unknown

_1263727121.unknown

_1263727119.unknown

_1263727114.unknown

_1263727116.unknown

_1263727117.unknown

_1263727115.unknown

_1263727112.unknown

_1263727113.unknown

_1263727111.unknown

_1263727101.unknown

_1263727105.unknown

_1263727108.unknown

_1263727109.unknown

_1263727107.unknown

_1263727103.unknown

_1263727104.unknown

_1263727102.unknown

_1263727097.unknown

_1263727099.unknown

_1263727100.unknown

_1263727098.unknown

_1263727095.unknown

_1263727096.unknown

_1263727094.unknown

_1263727077.unknown

_1263727085.unknown

_1263727089.unknown

_1263727091.unknown

_1263727092.unknown

_1263727090.unknown

_1263727087.unknown

_1263727088.unknown

_1263727086.unknown

_1263727081.vsd

_1263727083.unknown

_1263727084.unknown

_1263727082.unknown

_1263727079.vsd

_1263727080.vsd

_1263727078.unknown

_1263727069.unknown

_1263727073.unknown

_1263727075.vsd

_1263727076.unknown

_1263727074.vsd

_1263727071.unknown

_1263727072.unknown

_1263727070.unknown

_1263727064.unknown

_1263727067.unknown

_1263727068.unknown

_1263727065.unknown

_1263727062.unknown

_1263727063.unknown

_1263727061.unknown

_1263727014.vsd

_1263727043.unknown

_1263727052.unknown

_1263727056.unknown

_1263727058.unknown

_1263727059.unknown

_1263727057.unknown

_1263727054.unknown

_1263727055.unknown

_1263727053.unknown

_1263727047.unknown

_1263727049.vsd

_1263727050.unknown

_1263727048.vsd

_1263727045.unknown

_1263727046.unknown

_1263727044.unknown

_1263727028.vsd

_1263727033.unknown

_1263727035.unknown

_1263727036.unknown

_1263727034.unknown

_1263727031.unknown

_1263727032.unknown

_1263727030.vsd

_1263727019.unknown

_1263727026.unknown

_1263727027.unknown

_1263727020.unknown

_1263727016.vsd

_1263727017.unknown

_1263727015.vsd

_1263726994.vsd

_1263727006.unknown

_1263727010.vsd

_1263727012.unknown

_1263727013.unknown

_1263727011.unknown

_1263727008.vsd

_1263727009.vsd

_1263727007.vsd

_1263727002.unknown

_1263727004.unknown

_1263727005.unknown

_1263727003.unknown

_1263726997.unknown

_1263727001.unknown

_1263726996.vsd

_1263726981.unknown

_1263726990.unknown

_1263726992.vsd

_1263726993.vsd

_1263726991.unknown

_1263726988.unknown

_1263726989.unknown

_1263726987.unknown

_1263726977.unknown

_1263726979.unknown

_1263726980.unknown

_1263726978.unknown

_1263726974.vsd

_1263726976.unknown

_1263726973.unknown

_1263726893.unknown

_1263726932.vsd

_1263726951.unknown

_1263726961.vsd

_1263726968.unknown

_1263726970.unknown

_1263726971.unknown

_1263726969.vsd

_1263726965.unknown

_1263726966.vsd

_1263726964.unknown

_1263726957.unknown

_1263726959.unknown

_1263726960.unknown

_1263726958.unknown

_1263726953.unknown

_1263726956.unknown

_1263726952.unknown

_1263726941.unknown

_1263726947.unknown

_1263726949.unknown

_1263726950.unknown

_1263726948.vsd

_1263726944.unknown

_1263726945.vsd

_1263726943.unknown

_1263726937.unknown

_1263726939.unknown

_1263726940.unknown

_1263726938.unknown

_1263726935.unknown

_1263726936.unknown

_1263726933.unknown

_1263726911.unknown

_1263726922.unknown

_1263726927.unknown

_1263726930.vsd

_1263726931.unknown

_1263726928.unknown

_1263726925.unknown

_1263726926.unknown

_1263726923.unknown

_1263726916.unknown

_1263726918.unknown

_1263726921.unknown

_1263726917.unknown

_1263726914.unknown

_1263726915.unknown

_1263726912.unknown

_1263726902.unknown

_1263726907.unknown

_1263726909.unknown

_1263726910.unknown

_1263726908.unknown

_1263726904.unknown

_1263726906.unknown

_1263726903.unknown

_1263726898.unknown

_1263726900.unknown

_1263726901.unknown

_1263726899.unknown

_1263726895.unknown

_1263726896.unknown

_1263726894.unknown

_1263726860.unknown

_1263726876.unknown

_1263726884.unknown

_1263726888.unknown

_1263726891.unknown

_1263726892.unknown

_1263726890.unknown

_1263726886.unknown

_1263726887.unknown

_1263726885.unknown

_1263726880.unknown

_1263726882.unknown

_1263726883.unknown

_1263726881.unknown

_1263726878.unknown

_1263726879.unknown

_1263726877.unknown

_1263726868.unknown

_1263726872.unknown

_1263726874.unknown

_1263726875.unknown

_1263726873.unknown

_1263726870.unknown

_1263726871.unknown

_1263726869.unknown

_1263726864.unknown

_1263726866.unknown

_1263726867.unknown

_1263726865.unknown

_1263726862.unknown

_1263726863.unknown

_1263726861.unknown

_1263726843.unknown

_1263726852.unknown

_1263726856.unknown

_1263726858.unknown

_1263726859.unknown

_1263726857.unknown

_1263726854.unknown

_1263726855.unknown

_1263726853.unknown

_1263726847.unknown

_1263726849.unknown

_1263726851.unknown

_1263726848.unknown

_1263726845.unknown

_1263726846.unknown

_1263726844.unknown

_1263726834.unknown

_1263726839.unknown

_1263726841.unknown

_1263726842.unknown

_1263726840.unknown

_1263726837.unknown

_1263726838.unknown

_1263726835.unknown

_1263726830.unknown

_1263726832.unknown

_1263726833.unknown

_1263726831.unknown

_1263726828.unknown

_1263726829.unknown

_1263726827.unknown

