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Вступ

Сучасні  комп′ютерні технології та економічні науки широко використовуються методи  математичного аналізу при дослідженні різноманітних процесів. Методи математики, її універсальна мова, що здатна відбивати закони навколишнього світу, нестримно проникають в інші науки, збагачуючи їх пізнавальні можливості. 
Нині завдяки сучасним комп’ютерним технологіям аналітичні та евристичні можливості математичного моделювання практично безмежні, але скористатись ними повною мірою вдається лише тим фахівцям, які вільно володіють математичною теорією, методами неформальної побудови істинних тверджень та їхнього обґрунтування. 

Зазначені вміння та навички як важливі компоненти розумової діяльності формуються під час активного вивчення систематичного курсу вищої математики.

1 Функція. Похідна функції.

1.1. Сталі і змінні величини.

В процесі дослідження зовнішнього світу доводиться зустрічатися з величинами найрізноманітнішої природи. Щоб піддати їх математичному аналізу вибирають за одиницю вимірювання довільну величину тієї ж природи: наприклад, за одиницю вимірювання довжини приймають метр, за одиницю маси – кілограм і т.д. Тоді відношення даної конкретної величини до одиниці вимірювання буде показувати скільки разів одиниця вимірювання міститься у даній конкретній величині. Число, яке отримуємо в результаті вимірювання, називається значенням даної конкретної величини.

Класифікуємо величини на два великі класи: величини сталі і змінні. Величина називається сталою, якщо вона має цілком визначене числове значення. У протилежність цьому величину називають змінною, якщо вона набуває різних числових значень при умовах даної задачі.

Змінна величина (y( називається функцією незалежної змінної величини (аргументу) (х( на множині (М(, якщо кожному значенню (х( з множини М відповідає певне значення (у(.

Якщо (у( являється функцією від (х(, то пишуть y=f(x) або y=y(x).

Множина (М( називається областю означення функції.

На практиці часто змінна величина залежить від декількох змінних х1,х2,х3, … хn. Тоді (у( називають функцією від n змінних х1,х2,х3, … хn і і записують її так :

y=f(x1x2,x3, …xn); y=y(x1x2,x3, …xn) і т.п.

Способи задання функції.

Задати функцію означає встановити закон, за допомогою якого по даним значенням аргументу можна знайти відповідні значення функції. Нижче приведені найбільш поширені способи завдання функції.

Розрізняють три основні способи задання функції:

· Табличний;

· Аналітичний (за допомогою формул); 

· Графічний.

Табличний спосіб задання функції полягає в тому, що для кожного значення аргументу (х( поруч виписується відповідне значення функції (у( - будується таблиця.

Наприклад:

	Х
	1,2
	1,4
	1,5
	1,6
	1,7

	У
	2,6
	3,8
	4,1
	5,2
	6,2
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Із наведеної таблиці видно як веде себе функція. Проте недоліком табличного представлення функції являється те, що невідома її поведінка в певних точках. Наприклад, невідомо чи вона означена при х=1,3. Аналітичний спосіб задання функції полягає в тому, що відповідність між (х( та (у( задається формулою. Наприклад,
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Аналітичний спосіб. При вказаному способі функція задається за допомогою формул. Наприклад, пройдений шлях S як функція часу t при рівномірному русі задається формулою 
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, де v  - швидкість руху.

Кількість атомів радіоактивної речовини змінюється з часом за законом: 
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, де N – кількість атомів радіоактивної речовини в даний момент часу, N0 – початкова їх щільність, Т – період піврозпаду(час, за який розпадається половина вихідної кількості радіоактивної речовини), е – основа натурального логарифма.

При аналітичному способі задання функції її область значення і точні значення її можна знайти. Проте, при аналітичному способі задання функції, інколи важко уявити її поведінку при зміні аргументу.

Графічний спосіб. Задати функцію графічно – значить намалювати її графік. Графіком функції y=f(x) називається множина точок на площині з координатами (x, f(x)), де “х” – довільне число з області означення функції. Переваги цього способу – наочність, недоцільним являється невелика точність знаходження числового значення функції.

Задати функцію графічно – значить намалювати її графік. Графіком функції у=f(х) називається множина точок на площині з координатами (х; f(х)), де (х( - довільне число з області означення функції.

Однією з важливих особливостей експоненціальної функції, графіком якої є крива приведена на мал.1.1 являється можливість перетворення її в лінійну функцію:
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Отриману залежність можна розглядати як лінійну функцію (мал.1.2, б), де Х – незалежна змінна, ln y –  значення функції, ln yo – початкова координата, к – кутовий коефіцієнт лінійної функції, який показує швидкість зміни значень функції при зміні незалежної змінної Х.

1.2.Основні елементарні функції.

Основними елементарними функціями є такі функції:

xn – степенева;

ах – показникова;

logax – логарифмічна;

тригонометричні : sin x, cos x, tg x, ctg x;

обернені тригонометричні : arcsin x, arccso x, arctg x, arcctgx.

Відзначимо деякі характерні особливості і властивості цих функцій.

Степенева функція xn означена для всіх додатніх х і при n<0 вона не означена при х=0. на мал.1.1 – 1.7 наведені її графіки.

Показникові функція y=ax означена для всіх х і додатня. При а>1 вона монотонно зростає, при 0<a<1 – монотонно спадає (мал.1.2).

Логарифмічна функція y=logax означена для всіх Х>0. При a>1 вона монотонно зростає, при 0<a<1 – монотонно спадає (мал. 1.3).

Тригонометричні функції sin x, cos x означені для всіх х, Х – це кут, вимірюваний у радіанах, tg x  - означений для всіх 
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, ctg x означений для всіх 
[image: image7.wmf])

..

2

,

1

(

,

n

к

к

х

±

±

±

=

¹

p


Графіки функцій тригонометричні : arcsin x, arccsos x, arctg x, arcctgx наведені на мал.1.7 – 1.9.

Всі вони приведені на рис. 1.1.

Функція називається парною, якщо для довільних х з області означення f(-x)= f(x), то функція називається парною.

Приклад. Функція y=x4 – парна так, як при довільних х (-х)4 =(х)4. 

Графік парної функції симетричний відносно осі координат. 

Якщо ж для довільних значень х з області існування f(-x)= -f(x), функція f(x) називається непарною.

Приклад. Функція y=x5  - непарна, так як (-х)5=  - х5 .Існують функції, які не являються парними чи непарними.

Приклади: 
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Функція у= f(x) називається періодичною, якщо існує не рівне нулю число Т таке, що при всіх значеннях х з області її означення, f(x+T)= f(x). Число Т називається періодом функції.

Приклад. 
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Дуже часто при заданні функції аналітичним виразом y=f(x) область означення цієї функції не вказується. В такому випадку під областю означення функції розуміють область існування аналітичного виразу y=f(x), тобто множину значень аргументу х, для яких аналітичний вираз має означене конкретне значення.

Таблиця1 - Області означення основних елементарних функцій. 

	Елементарна функція
	Область означення

	xn
	(-∞;+∞)
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	(-∞;+∞)

	lg x
	(0;+∞)

	ax
	(-∞;+∞)

	sin x
	(-∞;+∞)

	cos x
	(-∞;+∞)

	tg x
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	ctg x
	(n((: (n+1)(() де n – 0;(1;(2;…

	Arcsin x
	[-1;1]

	arccos x 
	[-1;1]

	Arctg x
	(-∞;+∞)

	arcctg x
	(-∞;+∞)


Дуже часто при заданні функції аналітичним виразом y=f(x) область означення цієї функції не вказується. В такому випадку під областю означення функції розуміють існування аналітичного виразу y=f(x), тобто множину значень аргумента х, для яких аналітичний вираз y=f(x) має певне, кінцеве значення.

Приклад. Знайти область означення функції:
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Розв’язок. Очевидно повинна мати  місце нерівність 
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З першої системи нерівностей слідують
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звідки 
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З другої системи нерівностей слідують
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несумісні нерівності.

Таким чином, область означення даної функції буде відрізок 
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Вкажемо наступне :

інтервалом (а;b) називається множина чисел х, для яких  a<x<b

Закритим інтервалом [a;b] називається множина чисел х, для яких a(x(b;

Напіввідкритим інтервалом (a;b], чи [a;b) називається множина чисел х, для яких a<x( b, чи a(x<b;
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Нескінченним інтервалом (-∞;a), (-∞;a], (b;+∞), [b;+∞), (-∞;+∞) називається множина чисел х, що задовільняють нерівності      -∞<x<a, -∞<x(a, b<x<+∞, b(x<+∞, -∞<x<+∞.

2.Основні особливості поведінки функції.

Функція y=f(x) (рис.1.2,а) монотонно зростає на інтервалі (a;b), якщо f(x2)>f(x1) для довільних х1 і х2, причому (x2>x21) із (a;b).

Функція y=f(x) (рис.1.2,б) монотонно спадає на інтервалі (a;b), якщо f(x2)<f(x1) для довільних х1 і х2, причому (x2>x1) із (a;b).

Якщо для точки х0 можна знайти такий інтервал (a;b) a<x0(b що:

f(x0)>f(x) для довільного х(х0 із (a;b), то точка х0 називається точкою максимума (max) функції y=f(x) (рис.1.3,а).

f(x0)<f(x) для довільного х(х0 із (a;b), то точка х0 називається точкою мінімума (min) для функції y=f(x) (рис.1.3,б). 

1.3.Границя змінної величини. Нескінченно малі і нескінченно великі величини.
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Розглянемо випадок коли границя змінної величини дорівнює нулю. Таку змінну величину, яка має своєю границею нуль, називають нескінченно малою величиною. Згідно з означенням границі, (у( є величина нескінченно мала, якщо в  процесі своєї зміни вона за абсолютним значенням стає і лишається меншою від будь-якого насамперед заданого числа (((.

Тісний зв(язок з поняттям про нескінченно малу величину має поняття про нескінченно велику величину. Додатною нескінченною величиною називаємо таку змінну величину, яка має такий характер зміни : яке б число N ми не взяли, то змінна величина (у( в процесі своєї зміни стає і лишається більшою від N.

Якщо змінна величина (у( в процесі своєї зміни стає і лишається меншою від будь-якого наперед заданого від(ємного числа – N, то у цьому випадку величину (у( ми називаємо від(ємною нескінченно великою величиною. 

Другий випадок, що часто зустрічається, буде той, коли змінна (у(, границю якої ми шукаємо, є функція f(x) від другої незалежної змінної (х(. Кажуть, що число А називається границею функції  y=f(x) при (х( прямуючому до (а(, якщо для довільного (>0 існує число ((()>0 таке, що при 0<(x-a(<((()  виконується нерівність (f(x)-A(<(. У цьому випадку пишуть:
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При (х( прямуючому до ∞, число А називається границею функції y=f(x), якщо для довільного (>0 існує число M(()>0 таке, що при (x(>M(() виконується нерівність (f(x)-A(<(.

Символічний запис виглядає так :
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Доказати, виходячи з означення границі, що 
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Розв’язок. Нехай (
 - довільне додатне число, треба доказати, що можна підібрати таке (>0, що для всіх х, що задовольняє нерівність 
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 достатньо вимагати, щоб 
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Основні теореми про границі функції.

Якщо існують 
[image: image42.wmf](

)

x

f

x

x

0

lim

®

 і 
[image: image43.wmf](

)

x

g

x

x

0

lim

®

, то 

1. 
[image: image44.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

(

)

x

g

x

f

x

g

x

f

x

x

x

x

x

x

0

0

0

lim

lim

lim

®

®

®

±

=

±

;
2. 
[image: image45.wmf](

)

(

)

x

f

k

x

f

k

x

x

x

x

0

0

lim

lim

®

®

×

=

×

 (k - постійна);
3. 
[image: image46.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

(

)

x

g

x

f

x

g

x

f

x

x

x

x

x

x

0

0

0

lim

lim

lim

®

®

®

×

=

×

;
4. 
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 якщо 
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Знайти 
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Розв’язок.

Використаємо формули (1), (3), (4):
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Знайти 
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Функція 
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 не означена в точці х0=1. Розкладаючи чисельник і знаменник на добуток відповідній функції, одна з яких не означена в точці х0=-1 отримаємо:
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Дві чудові границі.

При знаходженні границь трансцендентних функцій часто використовуються формули:
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(3)

Знайти 
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Розв’язок. При х(1, 3х також прагне до нуля, тому, помножуючи чисельник  і знаменник на 3і застосовуючи формулу (1) , отримуємо 



[image: image62.wmf]3

1

.

3

3

3

sin

3

3

3

sin

3

sin

lim

lim

lim

0

3

0

0

=

=

=

=

®

®

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

.

Знайти 
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Заміняючи 
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Знайти 
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Позначаючи 
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Знайти границі
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Відповідь: 1.
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Відповідь: 
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Відповідь: 
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Нескінченно малі і нескінченно великі функції.(а(, якщо для довільного (>0 існує число ((()>0 таке, що при 0<(x-a(<((N) виконується нерівність (((x)(<(/

Функція f(x) називається нескінченно великою при (х( прямуючому до (а(, якщо для довільного N існує число ((N) таке, що при      0<(x-a(<((N) виконується нерівність (f(x)(>N.

Аналогічно визначаються нескінченно малі і нескінченно великі функції при х(∞. Нескінченно великі функції знаходяться у тісному зв(язку з нескінченно малими величинами.

Якщо при даному граничному переході функція ((х) являється нескінченно малою, то функція обернена їй 
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 являється нескінченно великою.

Нескінченно малі функції мають такі властивості :

алгебраїчна сума довільного обмеженого числа нескінченно малих функцій є функція нескінченно малою.

добуток обмеженого числа нескінченно малих функцій є функція нескінченно малою.

Якщо при деякому граничному переході функція  ((х) є функція нескінченно малою, то 

sin ((x) ( ((x)    

tg ((x) ( ((x)   

e((x)-1 ( ((x)    

ln [1+((x)] ( ((x) 

1.4.Складна функція.

Якщо кожному значенню змінної (х( відповідає певне значення змінної (u( і кожному значенню (u( - певне значення змінної (у(, тобто якщо u=((x) і y=f(x) то очевидно, (у( буде функцією від (х(, і залежність (у( від (х( можна подати у вигляді y=f(((x)). У таких випадках (у( називається функцією від функції. Або складною функцією. Наприклад. Якщо y=eu, u=sin x, то y=esin x.

Іноді (при диференціюванні функцій) важливо дану функцію, задану формулою, розглядати як складну функцію від функції. Наприклад, якщо y=sin2x3, то можемо записати y=u2, u=sin (, (=x3.

1.5.Похідна функції.

Похідною функції y=f(x) по аргументу (х( називається границя відношення приросту функції до приросту аргументу, коли останній прямує до нуля.

Похідна функції y=f(x) позначається через : у(, у((х), f(, f((x), 
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	(1.3)


Похідна від похідної називається похідною другого порядку, або другою похідною. Позначається таким чином : y(, y2, f((x), f2(x), 
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Подібним чином вводиться поняття похідної n-ного порядку.

Приведено таблицю формул диференціювання елементарних функцій.

	(xn)( = nxn-1
	(1)
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	(3)

	(ax)( = axln a
	(4)

	(ex)( = eх
	(5)

	(sin x)( = cos x
	(6)

	(cos x)( = -sin x
	(7)
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	(11)
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Мають місце такі основні правила диференціювання ( тут (С( – постійна, а (u( і (v( – функції від (х(, що мають похідні ) :

 ( C )( = 0                                                              (14)

 (u(v)( = u((v(                                                       (15)

 (C(u)( = C(u(                                                       (16)

 (u(v)( = u((v + v((u                                              (17)
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Якщо похідна функції f((x)>0 в кожній точці проміжку [xi;xi+1], то функція зростає на цьому проміжку. При f((x)<0 вона спадає. Мінімум і максимум функції називають екстремумами функції. Якщо функція y=f(x)  має екстремум в критичній точці хі і в ній існує похідна, то ця похідна дорівнює нулю : f((x)=0.

Достатня умова наявності екстремуму функції в околі точки хі формулюється так :

Якщо функція неперервна в точці хі і при переході через цю точку знак похідної змінюється, то в точці хі функція має екстремум;

Якщо знак похідної змінюється з додатнього на від(ємний, то функція має максимум;

Якщо знак похідної змінюється з від(ємного на додатній – мінімум.

Дослідження на екстремум функції використовується при розв(язуванні задач оптимізації.

Приклади:

1. Знайти похідну від функції у=5х3-2х2+3х-4

Розв(язок. Спираючись на формулу (15), маємо у(=(5х3)(-(2х2)(+(3х)(-(4)(. Застосовуючи формули (16) і (14) отримуємо : у(=5(х3)(-2(х2)(+3((х)(. На кінець, використовуючи формулу (1) приходимо до кінцевого результату у(=5(3х2-2 2х+3 1, або у(=15х2-4х+3.

2.Знайти у(, якщо у(=х4-6х2+8

Розв(язок

 у(=4х3-12х.

3.Знайти у(, якщо 
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Розв(язок. Переписуємо заданий вираз, використовуючи дробові і від’ємні показники 
[image: image102.wmf]2
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 Застосовуючи попередні формули знаходимо 
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. Провівши відповідні перетворення отримуємо 
[image: image104.wmf]3

3

2

6

3

2

'

x

x

y

-

=


4.Знайти у(, якщо у=х3sin x.

Розв(язок. За правилом диференціювання добутку функцій отримуємо у(=3х2 sin x+x3cos x.

5.Газова суміш складається з оксиду азоту (NO) та кисню (О2). При якій концентрації кисню реакція окиснення відбувається з найбільшою швидкістю.

Розв(язок. Відбувається хімічна реакція 2NO+O2(2NO2. Швидкість реакції визначають за формулою v=kx(100-x)2, 

де х – концентрація кисню в довільний момент часу в об(ємних процентах;

(100-х) – концентрація оксиду азоту;

k – константа реакції.

Знаходимо похідну v(=k(100-x)2-2kx(100-x). Прирівнявши v( до нуля, знаходимо критичні точки k(100-x)(100-3x)=0; х1=33,3%, х2=100%. Друга критична точка не має змісту. Отже концентрація кисню має становити 33,3%.

1.6.Похідні складних функцій.

Нехай (у( є функція від(u(:  y=f(u), де (u( є функція від аргументу (х( : u=((x); тоді ми можемо записати y=f(((x)).

Якщо для відповідних значень (х( і (u( існують похідні, то існує і похідна від (у( по (х(. причому має місце рівність : y(=f(u)u(=f[(((x)](((x).

Приведемо таблицю основних формул диференціювання :

	(un)( = nun-1u(
	(1)
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	(3)

	(au)( = auln au(
	(4)

	(eu)( = euu(
	(5)

	(sin u)( = cos uu(
	(6)

	(cos u)( = -sin uu(
	(7)
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Приклади:
1.Знайти похідну від функції 
[image: image113.wmf]x

x

x

y

+

+

=

2

3


Розв(язок. Вводимо допоміжну функцію u вважаючи u=x3+x2+x тоді, можемо записати 
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 і враховуючи формулу (2) отримуємо :
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2.Знайти у(, якщо у=(х4+4х3+1)3

Розв(язок. Вважаючи u=x4+4x3+1 маємо y=u3. З формули (1) слідує y(=3u2u(=3(x4+4x3+1)(4x3+12x2). Відзначимо, що в подальшому допоміжну функцію будемо вводити подумки.

3.Знайти у(, якщо 
[image: image116.wmf]x
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Розв(язок. Приймаючи у даному випадку за u подумки вираз х2+х і скориставшись формулою (3) отримуємо 
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4.Знайти у(, якщо у=ln(sin x)

 Розв(язок. Аналогічно попередньому прикладу знаходимо :
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Часто приходиться знаходити похідні від функцій складнішого типу. Нехай y=f(((((x))). Тоді похідні такого типу функцій знаходяться як добуток похідної зовнішньої функції на відповідні похiднi від внутрішніх функцій y=f((((((x)))((((((x))(((x).
Приклади:
1.Знайти у(, якщо у=ln(sin 5x).

Розв(язок. 
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2.Знайти у(, якщо 
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Розв(язок. 
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1.7.Частинна похідна.

Нехай D – область означення функції u=f(x,y). Величини 

(хu=f(x0+(x,y0) – f(x0,y0) i (yu=f(x0,y+(y) – f(x0,y0) називаються приростами функції по аргументах (х( та (у( відповідно.

Частинною похідною функції u=f(x,y) по аргументу (х ( в точці (х0,у0) називається границя відношення частинної приросту функції по аргументу (х( до приросту аргументу (х, коли він прямує до нуля 
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Аналогічно знаходиться частинна похідна по другому аргументу : 
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Частинна похідна від частинної похідної n-ного порядку є частинна похідна n+1 порядку.

Розрізняються частинні похідні за одним з параметрів :
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і за декількома : 
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Приклади: 

 1. Знайти частинні похідні функцій

1.
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Розв(язок. Знаходимо частинні похідні :
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2.v=ln(x3+y3).

Розв(я зок. Частинні похідні мають такий вигляд : 
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3.Обрахувати частинні похідні другого порядку у точці (1;2) для функції g=x5+xy2.

Розв(язок
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Обчислюємо частинні похідні в точці (1;2). y(xx=20; y(yy=2; y(xy=4.

4.Знайти похідні наступних функцій : Відповіді:

a) y=5x3-3x2+6                                         y(=15x2-6x

б) 
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г)
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д) y=sin 2x                                               y(=2cos2x

е) 
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ж) y=sin2t3                                                                            y(=cos2t3

з) y=lnsin x                                               y(=ctg x

и) y=(3+2x2)3                                            y(=12x(3+2x2)2
і)  y=tsin(1-t2)                                           y(=sin(1-t2)-2t2cos(1-t2)

ї) y=sin5(1+x3)                                          y(=15x2sin4(1+x3)cos(1+x3)

й)
[image: image142.wmf]2

3

cos

x

x

tgx

x

y

+

=

               
[image: image143.wmf](

)

4

2

2

3

3

2

cos

*

2

*

sin

cos

3

1

'

x

x

x

x

x

x

x

tgx

x

y

-

-

+

+

=


Задачі.

1.Зміна кількості деяких бактерій з часом описується законом N=t2+2t. Знайти швидкість їх розмноження в момент часу t=2c.

Відповідь : v=6 бак/c.

2.Дві точки почали рухатись по прямій згідно законів :

S1=t3-5t2+17t-4,

S2=t3-3t.

У який момент часу їх швидкості зрівняються?

Відповідь : t=2c.

3.Знайти точки екстремуму для функції 
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Відповідь : x1=1; x2=3.

1.8.Фізичний зміст похідної.

З фізичної точки зору похідна являє собою  швидкість зміни функції f(x). Так швидкість є похідна від шляху по часу, а похідна від швидкості по часу є прискорення. Нехай точка М рухається по прямій. Шлях S, який проходить ця точка, залежить від часу t, тобто шлях S є функція від часу t : S=S(t). Для знаходження швидкості v точки, потрібно знайти два її положення А і В. (рис.1.4) Тоді 
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, причому (v( буде обраховано тим точніше, чим меншим буде проміжок (t. При (t(0 отримуємо :
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. Щоб обрахувати прискорення (а(, треба підрахувати зміну швидкості (v( за одиницю часу. Сама швидкість (v( є функція часу : v=v(t). За проміжок часу (t швидкість змінилася на величину (v=v(t+(t)-v(t)  і тому 
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.  Перейшовши до границі при (t(0, маємо 
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[image: image1025.wmf]S(t)
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Нехай нас цікавить  швидкість зміни функції, зображені на мал.   а, в точці (х1;у1) Позначимо проміжок значень аргументу від х1 до х2 через ∆х і дослідимо , як змінюється у цьому проміжку значення функції у(х)

а – функціональна залежність , яка показує зміну активності в ділянці мозку при проходженні на його судинах РФП; 

б – графік похідної цієї функції.


Величина зміни функції у цьому проміжку називається приростом функції і позначається через ∆у(∆у=у2-у1) .відношення приросту функції до приросту аргументу (
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 буде являтися швидкістю зміни функції в точці (х1; у1,)        

2 Диференціал функції. Застосування диференціала для наближених обрахунків.

2.1.Диференціал функції.

З означення похідної:
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Виходить, що
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де ( - нескінченно мала величина при нескінченно малому (х
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зауважуючи, що f(x) взагалі кажучи не дорівнює нулеві, ми бачимо, що приріст функції 
[image: image155.wmf](
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 взагалі буде нескінченно малий одного порядку з (х; головний його член, тобто добуток f((x)(x називають диференціалом функції f(x) і позначають символом df(x) або dy, якщо y=f(x), то df(x)=f((x)(x.

В окремому випадку, коли f(x)=x, f((x)=1 попереднє означення дає dx=(x, а тому можна записати : df(x)=f((x)dx i dy=y(dx.

Отже, диференціал функції є добуток похідної на довільний приріст незалежної змінної, який можна позначити символом dx і називати диференціалом незалежної змінної.

Таблиця 2.1 - Головніших формул диференціювання.

	dun=nun-1du
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	deu=eudu
	(2)

	dau=aulna du
	(3)

	
[image: image156.wmf]u

du

u

d

=

ln


	(4)

	dsin u=cos udu
	(5)

	dcos u=-sin udu
	(6)
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	d(uv)=uv-1(vdu+uln u(du
	(13)

	duu=uu(ln u+1)du
	(14)

	d(u(v)=du(dv
	(15)

	d(u(v)=udv+vdu
	(16)
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 Приклади:

1.Знайти диференціал функції y=(1+ln x)8
Розв(язок. 
Спосіб 1. Знаходимо похідну від даної функції 
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Звідси, виходячи з означення диференціала,
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Спосіб 2. Знаходимо безпосередньо диференціал, використовуючи формули (1) і (4) 
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2.Знайти диференціал функції y=arcsin (x2)

розв’язок:
[image: image167.wmf](
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2.2.Геометричний зміст похідної і диференціала.

Візьмемо на кривій дві точки М і М1(рис.2.1); координати їх будуть x=OP, y=f(x)=PM1, x1=x+(x=OP1, y1=f(x+(x)=P1M1, де (x=PP1.

Провівши січну M1MS і пряму MQ||OX, бачимо, що 
[image: image168.wmf](
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Припустимо, що з наближенням до нуля дане відношення (1) прямує до певної границі, тобто має певну похідну при заданому (х(.

Тоді, якщо точка М1 буде наближатися до точки М, лишаючмсь на даній кривій, січна М1S, обертаючись навколо М прямуватиме до збігу з деякою прямою М(Т, яка називається дотичною до даної кривої в точці М. Положення цієї дотичної визначається кутом (, утворюваним прямою МТ з ОХ, тангенс якого знаходиться на основі

	
[image: image169.wmf](

)

(

)

)

(

'

lim

lim

0

x

f

x

x

f

x

x

f

tgMSX

tg

x

=

D

-

D

+

=

=

®

D

a


	(2.1)
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таким чином похідна f((x) при заданому значенні (х( є тангенсом кута, утворюваного з віссю (х( дотичною до даної кривої в точці М, абсциса якої є це дане значення (х(.

Якщо М( є точка на дотичній, що має абсцису ОР1=х+(х, то QM(=P1M(-PM=(xtg(=(xf((x)=df(x), a QM1=P1M1-PM=f(x+(x)-f(x)=(f(x). Отже диференціал функції можна розглядати як приріст, який дістає ордината точки М при переміщенні цієї точки по дотичній М(Т  до точки, яка має абсцису х+(х, а (f(x) є приріст ординати при переміщенні точки М по кривій до точки М1, що має ту саму абсцису х+(х. Величина відрізка M1M(=QM(-QM1=df(x)-(f(x) значно менша від (х і нею можна знехтувати.

2.3 Застосування диференціалу для наближених обрахунків.

1.Часто доводиться обчислювати значення окремих виразів, як, наприклад (1+x)n, для малих значень аргументу. Щоб дістати наближену формулу для (1+x)n при даних значеннях (х( зробимо так. Розглядаючи степеневу функцію xn, утворимо її приріст, який відповідає зміні (х( від 1 до 1+х : (1+x)n-1.

Вважаючи (х( малою величиною, можемо  замінити цей приріст диференціалом (xn)(x=1(x=nx. Таким чином знаходимо : (1+х)n-1(nx, звідки (1+x)n(1+nx. Аналогічно можемо прийняти sin x=x для малих значень (х(. Справді sin x=sin x-sin 0((sin x)(x=0x=x.

Як третій приклад виведемо наближену формулу для ln(1+() при малих значеннях (. Для цього розглянемо логарифмічну функцію ln х і утворимо її приріст, який відповідає зміні (х( від 1 до 1+( : ln(1+()-ln 1.

Вважаючи ( малою величиною ми можемо змінити цей приріст відповідним диференціалом (ln x)(x=1(=( і , таким чином, знаходимо : ln(1+()((. 

2.Диференціал dy функції y=f(x) являє собою головну частину приросту цієї функції,  лінійну відносно (х. Іншими словами, приріст (y пов(язаний з диференціалом співвідношенням (y=y((x+((x, чи (y=dy+((x, де (>0 при (х(0.

Звідси слідує, що при малих (х мають місце наближені рівності :  

(y(dy                                                                               (1)

f(x+(x)-f(x)(f((x)(x                                                            (2)

f(x+(x)(f(x)+f((x)(x                                                           (3)

Приклади:

1.Вивести наближену формулу 
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Розв(язок. У даному випадку 
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Підставляючи отримані вирази у формулу (3) отримаємо шукану наближену формулу

2.Знайти наближене значення 
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Розв(язок. У даному випадку 
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Вважаючи х=27, (х=-0,81 і застосовуючи формулу (3) отримуємо 
[image: image175.wmf]97
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3.Обчислити sin 290 .

Найближчим значенням аргументу, для якого легко визначити значення функції х=300, 
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4.Знайти приріст функції 
[image: image178.wmf]x
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при зміні х від 1 до 1,01.

Розв’язок. Згідно (2) приріст функції наближено рівний 
[image: image179.wmf](
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; Підставивши числові значення знаходимо 
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2.4 Похідні і диференціали різних порядків функції від однієї незалежної змінної.

   
Нехай у є деяка функція від аргументу х, у=f(x). Похідна 
[image: image181.wmf](
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 є нова функція від х ; похідну від 
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називають другою похідною або похiдною 2-го порядку функції у і позначають знаком 
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 або 
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; похідна 3-го порядку є похідна від 
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 і позначається 
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   Таким чином, можна визначити послідовно похідні до будь-якого порядку n.

   Наприклад, для у=х4 маємо 
[image: image187.wmf](
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Диференціалом n порядку даної функції називають добуток похідної n-го порядку на n-ний степінь диференціала незалежної змінної позначають знаком dny.

                                         
[image: image188.wmf](

)

y

d

y

y

d

n

n

n

=


2.5 Механічний змiст другої похідної.

Розглядаючи незалежну змінну як час, а залежну як шлях, пройдений за цей час, ми бачили, що похідна шляху від часу являє собою швидкість цього руху. Утворивши тепер другу похідну від шляху по часу, ми її можемо розглядати як першу похідну від швидкості. Отже, друга похідна від шляху до часу вирішає швидкість зміни швидкості руху або прискорення руху. Взагалі кажучи друга похідна від функції по аргументу, визначає прискорення, з яким змінюється функція залежно від аргумента.

2.6 Повний диференціал функції багатьох змінних.

Повний диференціал функції багатьох змінних визначається як сума частинних диференціалів по кожній із змінних. Повний диференціал для функції двох незалежних змінних має вигляд: 
[image: image189.wmf].
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Аналогічно можна записати повний диференціал і для n змінних.

Приклад : записати вираз для повного диференціалу для функції 
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Розв’язок: змінними величинами є t i x 

знаходимо
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(

cos

);

(

cos

v

x

t

V

A

dx

dy

v

x

t

A

dt

dy

-

-

=

-

=

w

w

w

w

; підставивши частинні похідні у вираз для повного диференціалу отримуємо
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2.7 Застосування повного диференціалу для наближених обрахунків

Формула для наближених обчислень функції двох змінних в заданих точках має вигляд 
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 тут 
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Приклад: За допомогою повного диференціалу наближено обчислити функцію u=xey в точці (х=3,02;у=0,03) приймемо х0=3,у0=0.
Запишемо вираз для повного диференціалу du=eydx+xeydy.
Замінивши dx i dy на (х і (у знаходимо: 
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 підставивши результат в формулу для наближених обрахунків отримуємо: 
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2.8 Визначення граничної похибки посередніх вимірювань

Нехай величина u визначається через безпосереднє вимірювання величин х та у u=f(x;y) і значення прямого вимірювання величини х становить х0 при граничній абсолютній похибці вимірювання (х, а значення прямого вимірювання величини у рівне у0 при граничній абсолютній похибці (у. Тоді шукана величина u буде рівна u=f(x0;y0)
При граничній абсолютній похибці 
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Приклад: Оцінити яка потужність сушильної шафи, якщо амперметр показує силу струму 0,5А при граничній похибці прилада 10ма, а вольтметр показує напругу в 215В при граничній похибці в 2В.

Розв’язок: потужність визначається за формулою Р=IU. Згідно вихідних даних і0=0,5A;(i=0,01A;u0=215B;(u=2B
Тоді Р0=і0*u0=107,5Вт при граничній похибці 
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 таким чином 
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Приклади

	Знайти диференціали  функцій
	Відповіді:
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Обрахувати наближено

1.
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Задачі.

1.Знайти наближено приріст функції 
[image: image212.wmf]x
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 при переході від значення х=1 до х=0,1. Відповідь: (у=0,3
2.Знайти наближене значення дробу
[image: image213.wmf]9
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3.Знайти наближене значення шляху 
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 при t=1,02с. Відповідь s=0,92
4.Знайти наближене значення функції 
[image: image215.wmf](
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 в точці (1,01;2,03) Відповідь f(x,y)=5,36
5.Знайти повний диференціал функції f(x,y)=sin(xy)
Відповідь: 
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)

)

xy

cos(

ydx

+

xdy

=

df

 

3 Основи інтегрального числення.
3.1 Поняття про інтеграл

Інтегральне числення виникло з потреби створити загальний метод обчислення площ, об’ємів і центрів тяжіння різноманітних тіл. В 1659р. англійський математик Ісаак Барроу встановив зв’язок між задачею про знаходження площі і задачею про знаходження дотичної, і тим самим встановив зв’язок між диференціальним та інтегральним численням. Нехай лінія MN (рис.3.1) задана рівнянням 
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[image: image218.wmf])

(

)

(

)

(

1

1

1

2

1

1

0

-

-

-

+

+

-

+

-

=

n

n

N

x

b

y

x

x

y

a

x

y

S

K


	(3.1)


Якщо ввести позначення 
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,то формула (3.1) матиме вигляд:
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Шукана площа є границею суми (3.2) при нескінченно великому n. Лейбніц ввів для цієї границі позначення
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в якому ∫ (курсивне S) перша буква слова сума (summa), а вираз
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виражає типову форму окремих доданків. Вираз (3.3) Лейбніц назвав інтегралом – від латинського слова integralis – цілісний. Фур’є вдосконалив позначення Лейбніца, надавши йому вигляд
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де враховано початкове і кінцеве значення x. Будемо вважати а постійною, а b – змінною величиною, змінивши позначення b на 
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буде функцією від 
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. Виявляється, що диференціал цієї функції рівний 
[image: image227.wmf]-

-

x

d

x

f

)

(


	
[image: image228.wmf]ò

-

-

-

=

x

a

x

d

x

f

x

d

x

f

d

)

(

)

(

,
	(3.6)


Таким чином, обчислення інтеграла (3.5) зводиться до знаходження функції по заданому виразу її диференціала. Знаходження такої функції є основним завданням інтегрального числення.

3.2 Первісна функція і невизначений інтеграл

Якщо функція 
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 називається первісною для функції 
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Приклад 1. Функція 2х є похідна від х2, тобто 
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За означенням функція х2 є первісною для функції 2х.

Приклад 2. Вираз 
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Невизначеним інтегралом  заданого виразу 
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де 
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 – підінтегральна функція, 
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підінтегральний вираз, х – змінна інтегрування, С – стала інтегрування. Слово “невизначений” підкреслює, що в загальний вираз первісної функції входить сталий доданок, який можна вибрати довільно. Знаходження невизначеного інтеграла заданої функції називається інтегруванням.

Приклад 3. Найбільш загальний вигляд первісної функції для виразу 
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 є 
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. Ця функція за означенням і буде невизначеним інтегралом виразу 2xdx:

∫2xdx=x2+c.

Можна також записати :

∫2xdx=x2·+5+c1,    де  c1=c-5.

Приклад 4. Знайти невизначений інтеграл функції   y=6x2. 

Функція 6x2 є похідною від функції 2x3:  (2x3)'=6x2 Сукупність первісних для виразу 6x2 dx є 2x3+c, тому

∫6x2 dx=2x3+c.

Отже, для того щоб знайти невизначений інтеграл від заданої функції f(x) необхідно виконати такі дії:

Написати підінтегральний вираз f(x) dx;

Знайти первісну функцію F(x) і додати до неї постійну інтегрування C.

3.3 Властивості невизначеного інтеграла. Основні формули інтегрування.

1. Похідна від невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральній функції:

	[∫f(x)dx]'=f(x).
	(3.8)


2. Диференціала від невизначеного інтеграла дорівнює під інтегральному виразу:

	d [∫f(x)dx]=f(x)dx
	(3.9)


3 Інтеграл від диференціала первісної дорівнює цій первісній:

	∫d[F(x)+c]=Fx)+c
	(3.10)


4. Сталий множник можна виносити за знак інтеграла:

	∫kf(x)dx=k∫f(x)dx.
	(3.11)


5. Інтеграл від алгебраїчної суми функцій дорівнює алгебраїчній сумі інтегралів від кожного доданку зокрема:

	∫[f1(x)±f2(x)]dx=∫f1(x)dx±∫f2(x)dx
	(3.12)


Використовуючи властивість (3.10) невизначеного інтегралу , можна отримати формули інтегрування елементарних функцій. Наприклад :

∫d(-Cosx+c)=∫Sinxdx=-Cosx+c.

Основні формули інтегрування :
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3.4 Методи інтегрування.

Розрізняють три найпростіших методи інтегрування: безпосереднє інтегрування , інтегрування методом заміни змінної та інтегрування частинами.

Безпосереднім - називається інтегрування при якому шляхом алгебраїчних перетворень і застосування властивостей невизначеного інтеграла зводять підінтегральні вирази до основних формул інтегрування, тобто до табличного вигляду. 

Приклад 1. Знайти інтеграл 
[image: image266.wmf](

)

.

1

2

3

2

dx

x

x

ò

-

-


Використовуючи формули (3.11) - (3.12) знаходимо
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Приклад 2. Знайти інтеграл:
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Скориставшись формулою 
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, зводимо під інтегральний вираз до табличного: 
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Суть інтегрування методом заміни змінної полягає в переході від заданої змінної інтегрування до іншої змінної, для того, щоб звести під інтегральний вираз до одного з табличних.

Приклад 3. Знайти інтеграл:


[image: image272.wmf].

3

2

dx

x

ò

-


Інтеграл не зводиться до табличного раціональними алгебраїчними перетвореннями, але він подібний до табличного інтеграла:
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Диференціюючи отримаємо: 
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Підінтегральний вираз зводиться до табличного:


[image: image276.wmf].

3

1

2

3

2

1

2

1

2

1

2

3

2

2

3

2

3

2

1

c

t

с

t

dt

t

dt

t

dt

t

dx

x

+

=

+

´

=

=

=

=

-

ò

ò

ò

ò


Повертаючись до змінної 
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Приклад 4. Знайти інтеграл:
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Підінтегральний вираз є добутком двох співмножників ,
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Співмножник 2xdx є диференціалом функції 
[image: image282.wmf]1

2

+

x

.

Тому заміна 
[image: image283.wmf]t

x

=

+

1

2

 зводить підінтегральний вираз до табличного. Диференціюючи заміну , отримаємо :
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Приклад 5. Знайти інтеграл:
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Підінтегральний вираз є добутком  співмножників: 
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Вибір заміни змінної в кожному конкретному випадку залежить від підінтегрального виразу . Загального правила її вибору не існує . Проте , якщо підінтегральна функція має вигляд 
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 (приклад3). Якщо підінтегральний вираз є добутком двох співмножників , в одному з яких можна розпізнати  диференціал  деякої функції
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Інтегруванням частинами називається зведення заданого інтеграла
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 EMBED Equation.3  [image: image298.wmf]ò

udv

до інтеграла
[image: image299.wmf]ò

vdu

за допомогою формули

	
[image: image300.wmf]ò

ò

-

×

=

vdu

v

u

udv


	(3.13)



Ця формула отримується в результаті інтегрування диференціалу добутку функцій   u=u(x) і v=v(x). Даний метод доцільний, коли 
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знаходиться простіше, аніж 
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.В якості   u  вибирається функція, що спрощується диференціюванням, а в якості  dv- решта підінтегральрого виразу, що містить dx, і з якого можна визначити   v  шляхом інтегрування.

Приклад 6. Знайти інтеграл:
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Приклад 7. Знайти інтеграл: 
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Приклад 8. Знайти інтеграл
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3.5 Визначений інтеграл.

Як зазначалося в 3.1 історично першою задачею, яка привела до поняття визначеного інтеграла, була задача про знаходження площі криволінійної трапеції. Криволінійною трапецією називається фігура, обмежена лініями 
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 (рис.3.1 ). Згодом з’ясувалося, що задачі про знаходження шляху матеріальної точки, роботи змінної сили, моменту інерції, об’єму та інші приводяться до однакової послідовності дій над відомими функціями та їх аргументами, тобто мають спільний алгоритм розв’язку. Якщо абстрагуватися від фізичного змісту змінних та їх позначень, то цей алгоритм такий: 
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яка називається інтегральною сумою для функції 
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Границю інтегральної суми називають визначеним інтегралом від функції 
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де 
[image: image342.wmf]a

- нижня межа інтегрування, 
[image: image343.wmf]b

- верхня межа інтегрування, 
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 - підінтегральна функція, 
[image: image345.wmf]x

 - змінна інтегрування.

Визначений інтеграл виражає собою число. Його значення залежить від підінтегральної функції і від значення верхньої і нижньої меж інтегрування. За допомогою визначеного інтеграла можуть бути розв’язаними всі задачі з будь-якої сфери науки і техніки, якщо їх розв’язок зводиться до знаходження існуючої границі інтегральної суми (3.14).

Так  площа  криволінійної  трапеції  утвореної  лінією  графіка  функції у =f (x)   віссю  О Х   і  двома  ординатами  х =а  і  х = в  чисельно  дорівнює визначеному  інтегралу  від  функції  у =f(x)  в  межах  від  х =а  до  х = в:

	S=
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Робота  виконана  змінною  силою, чисельно  рівна  визначеному  інтегралу  від  сили,  взятому  на  шляху  S:

	A  =
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Рівності  ( 3.16 ) і (3.17 )  виражають геометричний і фізичний зміст визначеного інтеграла.


[image: image348.wmf]3.6 Основні властивості визначеного інтеграла

1. Якщо  верхню  і нижню  межу  інтегрування  поміняти  місцями ,  визначений  інтеграл  зберігає  абсолютну  величину  ,  але  змінює  свій  знак  на  протилежний :
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2. Визначений  інтеграл  від  алгебраїчної  суми  функцій  дорівнює  алгебраїчній  сумі  визначених  інтегралів  від  кожного  доданку   зокрема  в  заданих  межах  інтегрування :
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3. Адитивна властивість, Якщо відрізок 
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, який визначає межі інтегрування, розбити на дві частини 
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4. Сталий множник можна винести за знак визначеного інтеграла:
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5. Якщо підінтегральна функція в межах інтегрування зберігає постійний знак, то визначений інтеграл виражає собою число того ж знаку, тобто якщо 
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3.7 Методи обчислення визначеного інтеграла.

Між визначеним і невизначеним інтегралами існує тісний зв’язок, який встановлює Формула Ньютона--Лейбніца:
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Значення визначеного інтеграла дорівнює різниці значень будь-якої первісної від підінтегральної функції, взятої при верхній і нижній межі інтегрування.

На основі формули Ньютона-Лейбніца можна дати таке означення визначеного інтеграла. Визначеним інтегралом в межах від 
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   від неперервної на проміжку 
[image: image364.wmf][

]

b

a

.

   функції 
[image: image365.wmf])

(

x

f

 є приріст первісної 
[image: image366.wmf])

(

x

F

  відносно меж інтегрування.

Згідно з формулою Ньютона-Лейбніца (3.23), визначений інтеграл обчислюється при допомозі невизначеного інтеграла:

	
[image: image367.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

a

F

b

F

x

F

dx

x

f

b

a

b

a

-

=

=

ò


	(3.24)


з використанням властивостей визначеного інтеграла.

Приклад 1. Обчислити  
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Приклад 2. Обчислити 
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Визначений інтеграл 
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 може бути обчислений за допомогою нової змінної 
[image: image373.wmf]t

, яка пов’язана з 
[image: image374.wmf]x

 певною функціональною залежністю. При цьому підінтегральний вираз перетворюється до вигляду 
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Приклад 3. Обчислити
[image: image377.wmf]dx
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. Зробимо заміну змінних:  1+х=t, d(1+x)=dt, dx=dt. Підінтегральний вираз  
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Межі x1=0 і x2=1 треба замінити новими t1 і t2 згідно формули 1+х=t: t1=1+x1=1+0=1; t2=1+x2=1+1=2. Згідно (3.25) маємо:
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Приклад 4. Обчислити 
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 заміняємо новими t1 і t2 згідно формули sinx=t: t1=sinx1=sin0=0, t2=sinx2=sin
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Інтегрування частинами  можна застосовувати безпосередньо до визначеного інтеграла ,використовуючи формулу:
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 EMBED Equation.3  [image: image385.wmf]
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Приклад  5. Обчислити 
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3.8 Теорема про середнє значення

Визначений інтеграл дорівнює добутку довжини відрізка інтегрування 
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[image: image389.wmf]с

 відрізка 
[image: image390.wmf](

)

в

а

,

:

	
[image: image391.wmf](

)

)

(

)

(

c

f

a

b

dx

x

f

b

a

-

=

ò

   
[image: image392.wmf](

)

b

c

a

£

£


	(3.27)


Значення  функції  f(c)  називається  середнім  на  проміжку  (а, в).  Згідно  (3.27)  маємо :
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Поняття середнього значення функції використовується в різноманітних сферах науки і техніки , позаяк багато величин часто характеризуються своїми середніми значеннями . Наприклад , середня швидкість хімічної реакції , середня потужність змінного струму, середній тиск та інші.

Приклад 1. Знайти середнє значення функції y=sin2x в інтервалі (0,
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3.9. Невласні інтеграли. 

Ми ввели поняття означеного інтеграла (3.5.), вважаючи, що межі інтегрування скінчені, а підінтегральна функція y=f(x) на проміжку інтегрування [а; b] неперервна. Якщо ж проміжок інтегрування нескінченний, або підінтегральна функція розривна, то такі інтеграли називаються невласними .


Якщо інтеграл
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при хІ(+( має скінчену границю, то ця границя називається інтегралом функції f(x) від а до нескінченності і позначається 
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Якщо інтеграл (3.29) при хІ(( має нескінчену границю, або взагалі не має границі, то кажуть, що невласний інтеграл (3.29) розбіжний. При наявності скінченої границі інтеграла (3.29) кажуть, що невлісний інтеграл (3.30) збіжний.

Приклад 1. На горизонтальній поверхні закріпили дві позитивно заряджені кульки із зарядами q1і q2. Відстань між центрами кульок R. Кульку із зарядом q2 звільняють і вона віддаляється від кульки із зарядом q1 під дією кулонівської сили відштовхування 
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 (r—змінна відстань між кульками , k—сталий коефіцієнт ).

Робота сили F на ділянці (R, rI) виражається інтегралом
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Невласний інтеграл
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виражає повний запас роботи даної системи. В фізиці ця величина називається потенціалом.

Приклад 2. Проінтегрувати 
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Аналогічно визначають невласний інтеграл
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Інтегралом функції f(x) від -( до (:
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називається сума
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Вона не залежить від вибору с.

Невласний інтеграл (3.32) збіжний, якщо обидва невласні інтеграли (3.33) є збіжними.

Приклад 3. Проінтегрувати 
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Нехай функція y=f(x) має розрив в точці х=b, a в інших точках проміжку [a;b] неперервна. 

Якщо інтеграл
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має скінченну границю, коли хІ(b( залишаючись менше b), то ця границя називається невласним інтегралом від амдо b від функціїf(x) і позначається 
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Аналогічно визначають невласний інтеграл, коли f(x) має розрив тільки на кінці х=а проміжку[a; b].

Якщо функція y=f(x)має розрив тільки у внутрішній точці с проміжку [a; b], то в 
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Приклад 4. Проінтегрувати 
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 має розрив точці х=0.


За означенням
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3.10 Приклади застосування означеного інтеграла для розв’язку фізичних і хімічних задач.
Приклад 1. Кутова швидкість обертання тіла виражається формулою 
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Приклад 2. Знайти силу, з якою кільце з тонкого дроту радіусом r, притягає матеріальну точку масою m, що знаходиться на осі кільця на відстані L від його центра. Радіус кільця R, густина матеріалу дроту g.
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Візьмемо елемент кільця dl (мал. 3.2). 

Притягання між цим елементом і масою m в точці А буде:
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 напрямлена по лінії х, яка з’єднує dl і m. Для знаходження сили притягання всього кільця треба геометрично додати всі сили 
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 від кожних двох діаметрально протилежних елементів взаємно знищуються. Тому 
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Поза як 
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Приклад 3. Знайти момент інерції тонкого однорідного стержня довжиною l і масою m відносно осі, що проходить через середину стержня перпендикулярно до нього.

Вибираємо достатньо малу ділянку стержня довжиною dx і масою dm на відстані х від осі ОО, і приймаємо її за матеріальну точку. Момент інерції матеріальної точки dx дорівнює
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Щоб знайти момент інерції всього стержня про інтегруємо останній вираз по всьому стержню від 
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Приклад 4. Мідний диск, радіусом r, розташований в площині, перпендикулярній до напряму вектора індукції магнітного поля 
[image: image438.wmf]B

r

. По радіусу диска проходить струм, силою І. Знайти момент сили, який діє на диск.

На елемент радіуса диска dx діє сила Ампера dF, рівна
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Обертовий момент dM, який діє на елемент dx, за означенням дорівнює:
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Щоб знайти обертовий момент сили М, який діє на весь диск треба проінтегрувати останній вираз по всьому радіусу від 0 до r:
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Приклад 5. Знайти роботу, затрачену на подолання сил взаємодії між молекулами одного моля деякого газу при його розширенні від об’єму 1 до об’єму 2.

Сили взаємодії  між молекулами одного моля зумовлюють тиск
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де 
[image: image443.wmf]a

 - стеля Ван-дер-Ваальса.

Робота на кожній стадії розширення dA=PdV. Повна робота розширення газу від початкового  об’єму V1 до кінцевого об’єму V2  дорівнює:  
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Приклад 6. В резервуарі міститься 
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 л розчину, який містить 
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 кг солі. Розчин збіднюсться рівномірним доливанням в резервуар дистильованої води зі швидкістю 
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Через t хв після початку процесу в розчин попаде 
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Інтегруючи в межах від Х0 до Х і від 0 до 
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 отримаємо:


[image: image458.wmf](

)

ò

ò

-

+

-

=

C

C

x

x

t

dt

d

0

0

t

g

b

a

g

,      
[image: image459.wmf](

)

[

]

t

g

b

a

g

b

0

ln

1

ln

0

t

x

x

-

+

-

-

=

C



[image: image460.wmf](

)

a

t

g

b

a

g

b

g

-

+

-

-

=

C

C

ln

ln

0

.

Звідки





[image: image461.wmf](

)

g

b

g

a

t

g

b

a

-

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

C

=

C

0

.

Приклад 7. Знайти енергію зв’язку між іонами К+ і Cl- в молекулі KCl, якщо стала кристалічної гратки KCl r=2,79 A0 і зв’язок між атомами в молекулі KCl електростатистичний.

Енергія зв’язку дорівнює роботі по переміщенню іона з нескінченності до відстані рівної сталій кристалічної гратки. Сила взаємодії між іонами визначається законом Кулона і для будь-якої відстані x дорівнює:
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де 
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=1,6*10-19 Кл- заряд іона.

Елементарна робота dA на ділянці dx дорівнює dA=F(x)dx. Повна робота, рівна енергії зв’язку дорівнює означеному інтегралу 
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Задачі

1. Знайти інтеграли
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58.Обчислити площі фігур, обмежені лініями:
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59. Визначити масу стержня довжиною 0,50 см, якщо лінійна густина змінюється за законом 
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- відстань від одного з кінців стержня.

60. Знайти момент інерції однорідного диска радіусом 
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 відносно осі обертання 
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, що проходить через центр диска перпендикулярно до його площини.

61. На відстані 
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 знаходиться два тіла масами 
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. Визначити роботу, яку виконає сила 
[image: image556.wmf]F

 при переміщенні тіла 
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62. Обчислити роботу струму за час 
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-максимальне значення струму; 
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4 Диференціальні рівняння

4.1 Поняття про диференціальні рівняння.


Диференціальні рівняння широко використовуються при розв’язуванні цілого ряду задач фізики, хімії, біології, медицини. За допомогою диференціальних рівнянь, ми знаходимо функціональні зв’язки між змінними величинами, які характеризують певний процес або явище.


Складання диференціального рівняння є першим етапом математичного моделювання того чи іншого процесу. Зазначимо, що загальних методів складання диференціальних рівнянь не існує і навики можна отримати тільки в результаті вивчення конкретних прикладів.

Приклад 1. У відповідності із законом Бугера поглинання монохроматичного світла в однорідному середовищі описується такою закономірністю: в кожному наступному шарі однакової товщини поглинається однакова частина потоку енергії падаючого світла , незалежно від її абсолютної величини. Знайти інтенсивність світла, яке пройшло через розчин , товщиною 
[image: image565.wmf]l

.

Розв’язання. 

1.Визначимо змінну величину. Очевидно, що змінною величиною є інтенсивність світла I, яке проходить через розчин.


2. Позначимо залежні величини. Виділимо в розчині тонкий шар товщиною dl, обмежений паралельними поверхнями, перпендикулярними до напрямку поширення світла. У відповідності із законом Бугера слід очікувати, що інтенсивність світла, яке пройшло через шар d
[image: image566.wmf]l

, зміниться на величину (-dI).

3.Використовуючи умови поставленої задачі, складемо рівняння, яке виражає взаємозв’язок шуканої величини із незалежною змінною величиною.


Зміна інтенсивності світла (-dI) пропорційна інтенсивності світла 
[image: image567.wmf]I та товщині поглинаючого шару d
[image: image568.wmf]l

:

	-dI=kId
[image: image569.wmf]l


	(4.1)



Отримане рівняння є диференціальним рівнянням з відокремлюваними змінами .


На даному прикладі ми бачимо, що не можна безпосередньо встановити зв’язок між шуканою величиною y(I) і незалежною зміною x(
[image: image570.wmf]l

), а лише зв’язок між x, y і похідними або диференціалами різних порядків, тобто записати вираз, який називається диференціальним рівнянням.

Диференціальним називається рівняння, яке містить незалежну зміну x, шукану функцію y=f(x) та її похідні y
[image: image571.wmf]1
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	F( x, y, y
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[image: image575.wmf])
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Замість похідних можуть входити диференціали, як у рівнянні (4.1).

Порядком диференціального рівняння називається порядок найвищої похідної у цьому рівнянні .


Розв’язком диференціального рівняння називається будь-яка функція y=f(x) , яка перетворює це рівняння в тотожність після підстановки y=f(x).


Основним завданням теорії диференціальних рівнянь є знаходження всіх розв’язків даного диференціального рівняння. В простих випадках це завдання зводиться до обчислення інтеграла , поза як шукана функція знаходиться під знаком похідної або диференціала.


Будь-який розв’язок, який містить стільки довільних сталих, який порядок рівняння, називається загальним розв’язком.


Розв’язки, які отримали із загального розв’язку шляхом надання довільним сталим певних числових значень, називаються частковими розв’язками.

Приклад 2. Загальний розв’язок рівняння (4.1) має вигляд : 
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Ce

I

-

=

 , де С-константа інтегрування . Знайти частковий розв’язок при умові , що при 
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Розв’язання.  В рівняння 
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 EMBED Equation.3  [image: image581.wmf]
4.2 Диференціальні рівняння першого порядку ,що розв’язуються безпосереднім інтегруванням.


Загальний вигляд диференціального рівняння першого порядку такий:
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	(4.3)


Рівняння (4.3), розв’язане відносно 
[image: image583.wmf],
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 має вигляд :
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Вважається, що функція 
[image: image585.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image586.wmf])
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   однозначно визначена в деякій області і шукаються інтеграли, що належать до цієї області .


Щоб проінтегрувати рівняння ( 4.4 ) необхідно відокремити змінні, тобто надати рівнянню ( 4.4 ) вид:
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Рівняння ( 4.5 ) називається рівнянням з відокремленими змінними. Загальний інтеграл цього рівняння знаходиться безпосереднім інтегруванням.
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Розглянемо рівняння типу 
[image: image589.wmf])
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Для його розв’язання необхідно виконати такі дії:


1) Похідну 
[image: image590.wmf]'
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 записати через відношення диференціалів: 
[image: image591.wmf]dx
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2) Відокремити змінні, для чого всі члени рівняння, які містять “у”, перенести в ліву частину, а члени рівняння з “х” – в праву:
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3) Про інтегрувати ліву частину по аргументу “у”, а праву – по аргументу “х” :
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Аналогічно розв’язується диференціальне рівняння типу y’=f(y) :
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Рівняння типу : 
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З рівності (4.8) випливає, що первісні можуть відрізнятися тільки на адитивну сталу.

Приклад 1.

Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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Приклад 2. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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Приклад 3.

Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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Приклад 4.

 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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4.3 Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінами.


Рівняння вигляду:
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	(4.9)


називається рівнянням з відокремлюваними змінними. Його можна привести до рівняння з відокремленими змінними шляхом ділення обох частин рівняння на вираз 
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 звідки 
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Загальний інтеграл рівняння ( 4.10) має такий вигляд :
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Ми не будемо розглядати та аналізувати випадки коли 
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 дорівнюють нулю.

Приклад 1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
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4.4 Однорідні диференціальні рівняння першого порядку 

Диференціальне рівняння:

	M(x,y)dx+N(x,y)dy=0
	(4.11)


називається однорідним, якщо відношення 
[image: image632.wmf])
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 можна подати як функцію відношення
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, тобто надати рівнянню вигляду:
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	(4.12)


Однорідне диференціальне рівняння (4.12) приводиться до вигляду рівняння з відокремлюваними змінними підстановкою 
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Продиференціюємо 
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Тепер рівняння (4.12) матиме вигляд:
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який дозволяє відокремити змінні:
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Виконавши інтегрування, отримаємо:
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Приклад 1. Знайти загальний вигляд диференціального рівняння
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[image: image646.wmf] 

Зробимо підстановку y=tx, звідки dy=tdx+xdt Отримаємо:
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[image: image648.wmf] 

Відокреми0мо змінні 
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Звідки
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4.4 Лінійні диференціальні рівняння першого порядку


Диференціальні рівняння першого порядку (4.11)називається лінійним, якщо відношення 
[image: image655.wmf])
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містить у тільки в першій степені(“лінійно”).


Лінійні рівняння прийнято записувати у вигляді:
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де Р(х) і Q(x) –неперервні функції від х. 
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Якщо Q(x)=0, то рівняння ( 4.14 ) називається лінійним рівнянням без правої частини.
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У цьому випадку змінні відокремлюються , і загальний розвязок має вигляд:
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Загальний розв'язок рівняння (4.14)шукаємо у вигляді добутку функцій:
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Знайдемо 
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Скористаємось правилом довільного вибору однієї з функцій u(x) або v(x) і виберемо функцію v(x) як один із розв’язків рівняння
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Рівняння (4.18) є лінійним рівнянням без правої частини. На основі (4.15) записуємо один із розв’язків:
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При такому виборі функції v(x) рівняння ( 4.17 ) матиме вигляд 
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Знаходимо u(x):
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Тоді на основі ( 4.16 ) загальний розв’язок рівняння ( 4.14 ) матиме вигляд:
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Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння
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Зробимо підстановку   
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На функцію v(x) накладаємо умову за якою
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Знаходимо розв’язок цього рівняння
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Функцію u(x) визначаємо з рівняння
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Загальний розв’язок рівняння матиме вигляд
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4.5 Диференціальні рівняння другого порядку

Загальний вигляд диференціального рівняння другого порядку такий:
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 Ми розглянемо тільки ті диференціальні рівняння другого порядку, які можуть бути записані у вигляді, розв’язаному відносно 
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Розглянемо рівняння типу:
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яке не містить шуканої функції та її похідної. Такі рівняння допускають пониження свого порядку, шляхом введення нової змінної.


Введемо нову функцію u(x), позначивши 
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Тепер маємо:
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Рівняння типу:
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Називаються диференціальними рівняннями другого порядку, що не містять шукану функцію.


Ввівши нову змінну 
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Розв’язок цього рівняння можна подати у вигляді:


[image: image700.wmf])

,

(

1

C

x

z

j

=


Тоді шуканий розв’язок знайдемо шляхом інтегрування рівняння:
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Диференціальні рівняння другого порядку, що не містять аргумент, можна записати в такому загальному вигляді:
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 Введемо нову змінну 
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Тепер підставимо 
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Розв’язок цього рівняння подамо у вигляді:
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Шуканий розв’язок отримаємо про інтегрувавши останнє рівняння:
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Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння 
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Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння 
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Приклад 3 Знайти загальний розв’язок рівняння 
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Замість р підставляємо 
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4.6 Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами.

Рівняння вигляду: 
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називають лінійним однорідним диференціальним рівнянням другого порядку зі сталими коефіцієнтами р=const, q=const.

Будемо шукати розв’язки рівняння (4.28) у вигляді:
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Рівність виконується, якщо:
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Рівняння (4.29) носить назву характеристичного рівняння. Множник 
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Корені квадратичного рівняння (4.29):
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Загальні розв’язки рівняння (4.28) знаходимо за теоремою, яку наводимо без доведення. 

Теорема. Нехай дано диференціальне рівняння (4.28) і його характеристичне рівняння (4.29).

1) якщо корені r1 і r2 характеристичного рівняння (4.29) дійсні і різні числа ,то всі розв’язки рівняння (4.28) знаходяться за формулою:
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де с1 і с2 – сталі величини.

2) якщо корені r1 і r2 характеристичного рівняння (4.29) дійсні і рівні числа (r1=r2=r),то всі розв’язки рівняння (4.28) знаходяться за формулою:
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3) якщо корені r1,2=
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 хактеристичного рівняння (4.29) комплексні числа ,то всі розв’язки рівняння (4.28) знаходяться за формулою:
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Приклад 1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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Характеристичне рівняння
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має корені r1=9, r2=1. Це дійсні і різні числа. Згідно формули (4.30), загальний розв’язок рівняння
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Приклад 2. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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Характеристичне рівняння
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має корені r1=r2=3. Це дійсні і рівні числа. Згідно формули (4.31), загальний розв’язок рівняння
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Приклад 3. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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Характеристичне рівняння
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має корені r1,2=2±3і – комплексні числа. Згідно формули (4.32), загальний розв’язок рівняння
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4.7 Приклади застосування диференціальних рівнянь для розв’язку задач з фізики, хімії, біології і медицини.

Фізика.

Задача 1. Закон радіоактивного розпаду атомів.

Експериментально визначено, що активність (число розпадів за одиницю часу) пропорційна числу ядер даного радіоактивного ізотопу, тобто:

	
[image: image758.wmf]N

dt

dN

×

-

=

l

,
	(4.33)




де N – число атомів, що не розпалися на даний момент часу;

t – час; 
[image: image759.wmf]l

- постійна розпаду.

Знайти закон радіоактивного розпаду, якщо при t=0, число нерозпавшихся атомів, що не розпалися на даний момент часу N=N0.

Розділимо змінні в рівнянні (4.33) і проінтегруємо ліву частину по N, а праву – по t:
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З умови t=0 і N=N0, знаходимо С=N0. 
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Формула (4.34) визначає основний закон радіоактивного розпаду.

Задача 2. Виведення формули Ціолковського. 

Розглянемо одновимірний рух ракети в пустоті при відсутності зовнішніх сил. Припустимо, що витікання продуктів згоряння палива відбувається зі сталою швидкістю (V=const) в бік, строго протилежний рухові ракети (тобто 
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- швидкість ракети (масою М(t)). При таких умовах рух ракети описується рівнянням Мещерського, яке набуває скалярної форми:
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Звідси 
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Нехай задано закон зміни маси ракети
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де f(t) – відома безрозмірна функція часу, що задовольняє умову f(0)=1. 

Інтегруючи (4.36), дістаємо:
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тут 
[image: image772.wmf]0
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- початкова швидкість.

Формула (4.37) вперше одержана Ціолковським і названа його ім’ям.
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Задача 3. Розв’язок рівняння Шредінгера для вільної частинки в одномірній нескінченно глибокій потенціальній ямі.

Розглянемо рух частинки між двома стінками з координатами х=0 і х=а, які подамо математично за допомогою потенціала: u=0 при 
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 при х>а і х<0 (мал.4.1).

У цьому випадку рівняння Шредінгері матиме вигляд:
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де 
[image: image776.wmf]j

- хвильова функція;

h - стала Планка;

Е –повна енергія;

m - маса частинки.    

Позначивши 
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,отримаємо:
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	(4.39)


Рівняння (4.39) є лінійним однорідним рівнянням другого порядку з постійними коефіцієнтами.

Характеристичне рівняння: 
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звідки  
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Загальний
 розв’язок рівняння (4.39), згідно формули (4.32) буде мати вигляд:
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де с1 і с2 – довільні сталі.

Щоб отримати частковий розв’язок рівняння (4.39) скористаємось граничними умовами: 
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Перша умова дає :
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звідки с1=0.

Рівняння (4.40) матиме вигляд:
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Тепер друга умова дає:
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що можливо лише, якщо 
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Отже, розв’язки рівняння (4.38) будуть мати фізичний зміст не при всіх значеннях енергії, а лише при значеннях, що задовольняють умову:
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звідки дозволені енергетичні рівні
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Підставивши в рівняння (4.41) значення 
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Для визначення с2 скористаємось умовою нормування 
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Звідки 
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Отже розв’язок рівняння Шредінгера матиме вигляд:
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    Хімія.

Задача 4. Нехай в апараті є 100 л розчину, що містить 5 г розчиненої солі. На вхід в апарат поступає вода зі швидкістю 30 л/хв. Водночас з цього апарату з тією ж швидкістю витікає розчин. Ефективне перемішування в апараті забезпечує рівномірну концентрацію солі в апараті. Скільки солі буде в апараті на момент часу t?

Приріст солі dm визначається як різниця між надходженням солі в апарат і її витратою. За умовою задачі надходження солі дорівнює нулю. Витрата солі визначається добутком швидкості витікання розчину на його концентрацію і на час витікання. 

Отже, 
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В диференціальному рівнянні (4.43) розділимо змінні і проінтегруємо його:
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З початкової умови m=5, при t=0 знаходимо константу інтегрування с=5. Отже, 
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Задача 5. Встановити закон хімічної реакції другого порядку.

Для хімічних реакцій другого порядку швидкість реакції пропорційна концентрації кожної з двох реагуючих речовин:
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Тут х – концентрація одного із продуктів реакції, що протікає без зміни об’єму маси, що реагує; k – постійна швидкості реакції; с1,с2 – концентрації двох речовин, що реагують між собою.

Вважаючи а і в за початкові кількості двох речовин, що реагують, маємо:
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Тоді рівняння (4.45) набуде вигляду:


[image: image802.wmf]).

(

)

(

x

b

x

a

k

dt

dx

-

×

-

=


Відокремлюючи змінні, отримаємо:


[image: image803.wmf],

)

)(

(

kdt

x

b

x

a

dx

=

-

-


або

	
[image: image804.wmf]kdt

x

a

x

b

dt

dx

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

1

1



	(4.46)


Інтегруючи (4.46), отримаємо:
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	(4.47)


З початкових умов х=0 при t=0,знаходимо:
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З рівнянь (4.47) і (4.48) отримаємо:
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Звідки 
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Задача 6. Встановити тривалість хімічної реакції третього порядку.

Для хімічних реакцій третього порядку швидкість реакції пропорційна концентрації кожної з трьох реагуючих речовин:
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Вважаючи а, в і с за початкові кількості трьох речовин, що реагують між собою, матимемо:
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Отже,
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Відокремлюючи змінні, отримаємо:

	
[image: image812.wmf].

)

)(

)(

(

kdt

x

c

x

b

x

a

dx

=

-

-

-



	(4.52)


Розглядаючи ліву частину (4.52) як суму трьох дробів, можна провести інтегрування. Наступне визначення постійної інтегрування з умови х=0 при t=0 дає таку залежність:
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	(4.53)


Біологія і медицина.

Задача 7. В результаті експериментальних досліджень залежності швидкості росту культур мікробіологічних популяцій встановлено, що швидкість зміни числа мікроорганізмів в режимі росту лінійно зв’язана з їх кількістю в системі. Знайти залежність зміни кількості мікроорганізмів від часу.

Позначимо кількість мікроорганізмів в даний момент часу через N. Тоді:
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де 
[image: image815.wmf]m

- коефіцієнт пропорційності, що носить назву питомої швидкості росту:
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В зівнянні (4.54) розділимо змінні і проінтегруємо його:
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З умови, що при t=0, N=N0, отримаємо с=N0. Отже:
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Задача 8. Лікарську речовину за допомогою крапельниці вводять у кров зі сталою швидкістю V. Швидкість виведення лікарської речовини вважаємо пропорційною першому ступеню кількості цієї речовини m в крові. Знайти границю до якої прямує з часом (
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Нехай m(t) – маса лікарської речовини в крові в момент часу t. Початкова маса m(t=0)=mo. Тоді:
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Де k – константа, що характеризує виведення лікарської речовини з крові.

Частинним розв’язком (4.56) є функція:
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Аналізуючи (4.57),  бачимо, що з часом кількість лікарської речовини в крові наближається до стаціонарного рівня:
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Задача 9. Нехай у початковий момент часу t=0 число носіїв інфекції у певній популяції дорівнює а, число здорових осіб, сприйнятливих до інфекції – в. Зменшення здорових осіб з часом пропорційне добутку числа носіїв інфекції на число  осіб, сприйнятливих до інфекції та проміжку часу. Знайти число здорових осіб на момент часу t.


За час t число носіїв інфекції становитиме х(t), а число здорових осіб y(t).

За умовою задачі зменшення числа здорових осіб за час 
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 дорівнює:
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де 
[image: image825.wmf]b

 - коефіцієнт пропорційності.

Якщо не брати до уваги загальну зміну чисельності популяції, то можна записати:
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Беручи до уваги (4.59), отримаємо таке диференціальне рівняння розвитку епідемії:
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Частинним розв’язком (4.61) є функція:
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5 ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТІ

В оточуючому нас світі відбувається велика кількість явищ і подій, які між собою взаємозв'язані. Існують такі причинно-наслідкові зв'язки, які приводять до однозначних результатів. Такі зв'язки і закономірності називають детермінованими і вони являються частковим випадком більш загальних імовірнісних зв'язків і закономірностей.

5.1 Основні поняття теорії ймовірностей

Теорія ймовірностей вивчає масові випадкові події, які характеризуються стійкою частотою їх появи. Випадковою подією в теорії ймовірності називають всякий факт, який в результаті досліду (спостереження) може відбутися або не відбутися. Різні випадкові події позначаються латинськими буквами А, В, С… . Допустимо проводиться масове дослідження людей (визначається температура тіла, тиск крові, проводяться аналізи сечі, крові).При цьому можна спостерігати такі події.

А - наявність нормального тиску;

В - наявність підвищеного тиску;

С - наявність цукру в сечі;

Для кожної випадкової події об'єктивно існує специфічна міра можливості її появи в даному досліді, яка називається ймовірністю події. Ймовірністю події А називається границя відношення числа випадків m в яких спостерігалась подія А до загального числа випадків n.
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Оскільки 
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, тобто ймовірність невід'ємна величина рівна або менша одиниці. При обчисленні ймовірності передбачається, що сукупність умов, при яких проводиться дослід (спостереження) точно визначені. Зміна умов може привести до зміни ймовірності.

Найбільшу ймовірність, яка рівна 1, має достовірна подія, тобто така, яка обов'язково буде спостерігатися в результаті досліду, наприклад, при проведені аналізу крові виявимо там лейкоцити. Найменша ймовірність, яка рівна 0 у неможливої події, тобто такої яка не може спостерігатися в даному досліді (наприклад, відсутність еритроцитів у крові людини).Як правило в результаті досліду може спостерігатись декілька різних подій. Наприклад, при вимірюванні тиску крові можуть спостерігатись такі події: А - нормальний тиск, В-підвищений тиск, С-занижений тиск.

Якщо в результаті досліду спостерігається одна із розглядуваних подій, то їх називають повною групою подій. Події А,В,С у наведеному прикладі складають повну групу подій. Перечисленні події являються несумісними, тобто при дослідженні дві з названих подій не можуть одночасно спостерігатись(при одному вимірювані тиск не може бути нормальним і підвищеним).Дві несумісні події, які складають повну групу подій називаються протилежними(А і 
[image: image832.wmf]A

).Наприклад, наявність захворювань і його відсутність. Події називають рівноможливими, якщо ймовірності їх спостереження рівні. Наприклад, при підкиданні монети ймовірність появи герба і цифри однакова. Подія А називається незалежною від події В, якщо ймовірність події А не залежить від того відбулась подія В чи не відбулась. Наприклад, група крові у другого донора не залежить від того яка група крові була у першого донора.

Подія А називається залежною від події В, якщо ймовірність спостереження події А залежить від того відбулась подія В чи така подія не відбулась. В такому випадку ймовірність події А обчислена при умові, що мала місце подія В називається умовною ймовірністю події А і позначається Р(А\В).

5.2 Основні теореми ймовірності

1. Теорема додавання. 

Для несумісних подій ймовірність спостереження в деякому досліді однієї події із декількох А1, А2, А3,…Аn  рівна сумі ймовірностей появи подій А1, А2, А3,.  .Аn.

	Р(А1  або А2або ... АN)=Р(А1)+Р(А2)+Р(А3)+….Р(Аn)
	(5.2)


Із теореми додавання випливає декілька наслідків:

а) Якщо несумісні події утворюють повну групу подій, то:

	Р(А1)+Р(А2)+Р(А3)+…..Р(Аn )=1
	(5.3)


б) Якщо події А і 
[image: image833.wmf]A

 протилежні, то

	Р(А)=1-Р(
[image: image834.wmf]A

)
	(5.4)


Приклад 1. Медсестра обслуговує три палати. Ймовірність виклику з першої палати (1 – ша подія ) Р(1)=0,2 з другої -- Р(2)=0,4. яка ймовірність того, що виклик буде з третьої палати.

Розв’язок. Події 1, 2, 3 являються несумісними і складають повну систему подій. Тому 

Р(1)+ Р(2)+ Р(3)=1;

Р(3)=1 - Р(1) - Р(2)=0,4.

2. Теорема множення.

Якщо події А і В незалежні, то ймовірність складної події, яка складається із двох подій А і В рівна добутку ймовірності цих подій

	Р(А і В)=Р(А) Р(В)
	(5.5)


Якщо події А і В залежні, то ймовірність складної події рівна добутку ймовірності однієї з них на умовну ймовірність іншої.

	Р(А і В)=Р(А) Р(В\А)=Р(В) Р(А\В)
	(5.6)


Приклад 2. На обстеження прибула група із 10 осіб. Троє із них хворі. Лікар запрошує в кабінет по дві особи. Знайти ймовірність того, що 

а) Обоє хворі;

б) Обоє здорові.

Розв’язок. а) Позначимо події: А – перший, який ввійшов в кабінет лікаря хворий, В – другий хворий. Тоді події А і В залежні.


[image: image835.wmf]15

1

9

2

10

3

)

(

)

(

;

9

2

;

10

3

)

(

=

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

A

B

P

A

P

AiB

P

A

B

P

A

P


б) А – перший здоровий; В – другий здоровий 
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5.3 Випадкова величина

В теорії ймовірності важливу роль відіграє поняття випадкової величини. Випадкова величина - це величина, яка приймає в результаті випробувань одне з багатьох можливих значень, причому появу того чи іншого значення передбачити неможливо, тобто воно являється випадковою подією. Наприклад, випадковими величинами є ріст і вага людини, число хлопчиків, які народились в якийсь день, число викликів до лікаря.

Розрізняють дискретні і неперервні величини. Дискретна випадкова величина це така величина, яка може приймати кінцеву кількість значень на заданому інтервалі, тобто таку множину, елементи якої Х можуть бути занумеровані в якомусь порядку і виписані в послідовності  Х1, Х2, Х3, …..Хn.. Наведені вище приклади випадкових величин є крім того дискретними. Випадкова величина вважається заданою, якщо заданий закон її розподілу. Для цього треба задати всі можливі значення випадкової величини Х1, Х2, Х3    Хn. і ймовірності появи цих значень. Отже, законом розподілу випадкової величини називається всяке співвідношення, яке встановлює зв’язок між можливими значеннями випадкової величини і відповідними їм ймовірностями. Закон розподілу або розподіл ймовірності являється її повною характеристикою. Закон розподілу дискретної величини задається таблицею виду:

Таблиця 5.1

	Х
	Х1
	Х2
	….
	Хn

	Р(Х)
	Р(Х1)
	Р(Х2)
	….
	Р(Хn)


Оскільки в таблиці 5.1 вказані всі без винятку можливі значення випадкової величини і їх ймовірності, то можна говорити, що задана повна система подій, тому згідно теореми додавання ймовірностей маємо:
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	(5.7)


Ця формула називається умовою нормування дискретної випадкової величини.

Таблиця 5.1 в якій вказані можливі значення випадкової величини і їх ймовірності, називають також рядом розподілу. Для того щоб придати ряду розподілу більш наглядний вигляд зображують його у вигляді графіка. По осі абсцис відкладаються можливі значення випадкової величини, а по осі ординат-ймовірності цих значень. Одержані точки сполучаються відрізками прямих. Така фігура називається багатокутником розподілу (рис.5.1).

Неперервною випадковою величиною називається випадкова величина, яка може приймати будь-яке із значень, які належить до даного інтервалу. До таких величин можна віднести температуру тіла людини, вміст цукру в крові. Так як неперервна випадкова величина приймає нескінчену кількість значень, ймовірність того, що вона прийме якесь конкретне значення рівна нулю. Відмінною від нуля буде ймовірність того, що ця величина прийме значення яке лежить в деякому інтервалі. Якщо ми розіб'ємо область в якій задана неперервна випадкова величина на ряд інтервалів і для кожного інтервалу вкажемо ймовірність попадання в цей інтервал випадкової величини, то ця величина буде задана тим точніше, чим на більшу кількість інтервалів буде розбита область.

Найбільш точно випадкова величина буде задана, якщо ширина інтервалу 
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прямує до нуля, а кількість інтервалів n до нескінченості. При цьому величина, рівна відношенню ймовірності dp попадання випадкової величини в інтервал від x до x+dx до величини цього інтервалу dx називається функцією щільності ймовірності випадкової величини Х, тобто:

	f(x)=
[image: image840.wmf]dx
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	(5.8)


Задання щільності ймовірності неперервної випадкової величини являється одним із способів задання цієї величини. Із визначення щільності ймовірності випливає, що ця величина невід’ємна. Знаючи щільність ймовірності величини Х, можна розрахувати ймовірність попадання цієї величини в любий інтервал. Так, якщо щільність ймовірності величини Х рівна f(x),то ймовірність попадання Х в інтервал від а до в обчислюється по формулі:
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Подія для якої випадкова величина прийме яке-небудь значення в інтервалі від 
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 є достовірною. Тому:

	
[image: image845.wmf]ò

¥

+

¥

-

=

=

+¥

£

£

-¥

1

)

(

1

)

(

dx

x

f

х

P


	(5.10)


Остання формула називається умовою нормування для неперервної випадкової величини.

Для завдання неперервної випадкової величини крім функції щільності ймовірності використовується функція розподілу неперервної випадкової величини F(x).Ця функція рівна ймовірності того, що значення випадкової величина 
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У відповідності з означенням функції f(x) маємо:
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	(5.12)


Як і всяка ймовірність функція розподілу не може бути від'ємною і більшою за одиницю, тобто:
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Формула (5.12) являється по суті визначенням поняття функції розподілу .Із цієї формули видно .що функція розподілу рівна імовірності того , що випадкова величина прийме значення , яке лежить в інтервалі від -
[image: image850.wmf]¥

 до  x, тобто , іншими словами прийме значення , яке менше або рівне x.

Функція розподілу F(x), як вже вказувалось , являється зростаючою в інтервалі від 0 до 1, як неперервно (рис.5.2,а) так і ступінчасто (рис. 5.2 б).

Розглянемо приклад , який ілюструє зв’язок між функцією щільності ймовірності і функцією розподілу.

Приклад 3. Функція щільності ймовірності f(x) задана таким чином:
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Знайти функцію розподілу F(x).

Розв’язок. Згідно з формулою (5.12) маємо:
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Для інтервалу 
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Для інтервалу
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Для інтервалу 
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Таким чином:
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5.4 Числові характеристики випадкових величин .

Найбільш повно можна виразити всі суттєві відомості  про випадкові величини за допомогою числових параметрів . які називаються числовими характеристиками випадкових величин .

Важливою числовою характеристикою випадкової величини являється математичне сподівання (очікування) , яке рівне сумі добутків всіх можливих значень випадкової величини на  ймовірність появи цих значень і позначається символом М(x).Для дискретної випадкової величини при обчисленні М(x) використовують формулу:
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	(5.13)


Математичне сподівання випадкової величини X пов’язане певною залежністю із  її середнім арифметичним значенням. При невеликому числі дослідів середнє арифметичне є випадковою величиною, при великому числі випадкових величин воно наближається до постійної величини –математичного сподівання ,яке є центром розподілу числових значень випадкової величини Доволі часто для позначення математичного сподівання використовують грецьку букву μ.

Для обчислення М(x) у випадку, якщо Х - неперервна випадкова величина, використовується формула

	М(х)=
[image: image858.wmf]ò

+¥

¥

-

dx

x

f

х

)

(

.


	(5.14)


 Приклад 4. Знайти математичне сподівання  дискретної випадкової величини за заданим рядом  розподілу у вигляді таблиці 5.2.


Таблиця 5.2.

	Х
	0
	1
	6
	9

	Р
	0,1
	0,4
	0,3
	0,2


Згідно з формулою (5.13) маємо:

М(х)=х
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М(х)=0·0,1+1·0,4+6·0,3+9·0,2=4

Приклад 5. Знайти математичне сподівання випадкової величини за заданою функцією щільності розподілу f(x): 
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Математичне сподівання має наступні властивості:

1. Математичне сподівання постійної величини  С рівне цій постійній :

М(с)=с; М(5)=5

2. Постійний множник К випадкової величини можна
[image: image869.wmf] виносити за знак математичного сподівання 

М(к·х)=к·М(х)

3. Математичне сподівання алгебраїчної суми двох незалежних випадкових величин дорівнює алгебраїчній сумі математичних сподівань цих величин

М(х ± y)=М(х) ± М(у)

4. Математичне сподівання добутку незалежних випадкових величин дорівнює добутку математичних сподівань цих величин

М(х·у)=М(х)·М(у)

5. Математичне сподівання відхилення значення випадкової величини від її математичного сподівання завжди рівне нулю

М(х-М(х))=0

Крім математичного сподівання важливо знати наскільки сильно значення випадкової величини, що розглядається, відхиляється від його середнього значення. Величина такого відхилення характеризується дисперсією і середнім квадратним відхиленням. Дисперсією випадкової величини х називають математичне сподівання квадрата відхилення випадкової величини від її математичного сподівання, тобто:

	D(х)=М(х-М(х))²
	(5.15)


І відповідно середнє квадратичне відхилення:
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Формула для розрахунку дисперсії дискретної випадкової величини має такий вигляд ( для зручності використаємо, що М(х)=
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)

	D(х)=(х1-
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Якщо х - неперервна випадкова величина, то формула для обчислення D(x) матиме вигляд:
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Частіше для обчислення дисперсії дискретної випадкової величини використовують формулу:

	D(х)=М(х2)-(М(х))2
	(5.19)


Тобто  дисперсія випадкової величини х являє собою різницю між математичним сподіванням квадрата випадкової величини і квадратом її математичного сподівання. При цьому М(х2) обчислюють по формулах
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 якщо х - дискретна неперервна величина.
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якщо x неперервна випадкова величина .

Розглянемо приклади розрахунку числових характеристик випадкової величини.

Приклад 6. Дискретна випадкова величина має такий закон розподілу.

	Х
	1
	2
	3
	4

	Р(х)
	0,4
	0,3
	0,2
	0,1


Знайти М(х), D(х), ((х)

М(х)=
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D(x)=5-4=1

((х)=
[image: image881.wmf])
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Приклад 8. Неперервна випадкова величина х має функцію щільності ймовірності.

ƒ(х)=
[image: image882.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

£

á

£

á

-

-

£

1

          

;

0

1

0

       

;

2

0

1

     

;

2

/

3

1

          

;

0

3

2

х

х

х

х

х

х


Знайти       М(х);    D(х).

М(х)=
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-

¥

-

+

×

1

0

dx
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D(х)=19/30-(1/40)2=0,632

5.5 Закони розподілу випадкових величин

Більша частина випадкових величин описуються певними законами розподілу. Для дискретних випадкових величин-це розподіл Бернуллі (біноміальний), Пуассона, а для неперервних -- розподіл Гауса (нормальний), Максвела, Больцмана і ін.

5.5.1 Біномний розподіл (Бернуллі).

Часто зустрічаються задачі, коли ймовірність спостереження події А однакова в кожному досліді , незалежно від результатів попередніх дослідів і рівна Р(А). Необхідно знайти ймовірність того , що в n дослідах подія А  відбудеться m разів. Така ймовірність може бути обчислена за формулою Бернуллі:
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де 
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число сполук з  n по m. З врахуванням (5.23) формула (5.22) набуде вигляду:
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	(5.22а)


Математичне  сподівання числа  m подій А в n дослідах буде рівна:

	
[image: image898.wmf]P

n

m

М

×

=

)

(


	(5.24)


Дисперсія цього числа подій рівна:
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 EMBED Equation.3  [image: image900.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image901.wmf]).
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Приклад 8. Ймовірність появи колонії мікроорганізмів даного типу у визначених умовах рівна 0,7. Знайти ймовірність того , що в 6 пробах колонія появиться 4 рази.
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Отже, в середньому в даних  умовах в 6 пробах колонія зустрічається  4,2 рази причому середнє квадратичне відхилення складає 
[image: image907.wmf]±

  1,12.

5.5.2 Формула повної ймовірності

Нехай подія А може спостерігатися тільки сумісно з однією з несумісних подій Ві (і=1, 2, ...., n), які утворюють повну систему подій. Нехай ймовірність події Ві рівна Р(Ві), а умовна ймовірність події А при умові, що відбулася подія Ві рівна Р(А/ Ві). Тоді ймовірність події А може бути знайдена за формулою:
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Приклад 9. Відділення лікарні спеціалізується на лікуванні трьох захворювань, причому кількість хворих І, ІІ і ІІІ захворюванням співвідносяться як 1:5:3. Відомо, що деякий комплекс симптомів зустрічається при І захворюванні з ймовірністю 0,7 при ІІ – з ймовірністю 0,3, при ІІІ з ймовірністю 0,2. Визначити ймовірність наявності вказаного комплексу симптомів у довільно вибраного пацієнта цього відділення.

Розв’язок. Події, що у пацієнта І, ІІ або ІІІ захворювання позначимо В1, В2, В3. З умови задачі слідує, що 
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Подію, що в хворого є вказаний комплекс симптомів позначимо А. Тоді:
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У відповідності з формулою повної імовірності:
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5.5.3 Формула Байєса

Нехай те, що сказано в попередньому пункті залишається в силі. Умовна ймовірність події Ві при умові, що подія А відбулася рівна Р(Ві/А) і може бути обчислена за формулою:
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Приклад 10. Нехай є три захворювання А1, А2, А3 які важко розрізнити при діагнозі, і які зустрічаються з частотами 50%, 40% і 10%. Існує метод лікування, який приводить до успіху в залежності від захворювання відповідно в 70%, 75% і 90% випадків.

Яка : ймовірність успіху для пацієнта, який страдає одним (невідомо яким) із захворювань А1, А2, або А3 ?

ймовірність захворювання А1, А2, А3 при успішному лікуванні методом В?

Розв’язок.

Р(А1)=0,5; Р(А2)=0,4; Р(А3)=0,1;
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За формулою повної імовірності:
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За формулою Байєса:
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5.5.4 Нормальний розподіл (Гауса)

Серед законів  розподілу неперервних випадкових величин, особливе місце займає нормальний розподіл (розподіл Гауса).Це зв’язано з тим , що випадкові величини, котрі формуються під дією багатьох факторів , із  яких жоден не являється  визначальним, описується нормальним розподілом ,або розподілом близьким до нього . Основна особливість цього закону в тому, що він являється граничним законом до якого прямують інші закони розподілу.

Неперервна випадкова величина x, яка має математичне сподівання ( і середнє квадратичне відхилення ( підпорядковується нормальному закону розподілу, якщо вона має таку функцію щільності розподілу:
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Графік функції щільності нормального розподілу називається кривою Гауса, або нормальною кривою (рис. 5.3).

Встановимо, як впливають параметри ( і ( на форму кривої Гауса. З формули (5.26) слідує, що центром розсіювання є точка х=( і, якщо змінювати центр розсіювання при 
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, то форма кривої розподілу змінюватися не буде. Це приведе тільки до зміщення кривої розподілу вздовж осі абсцис (рис. 5.4).

Параметр ( визначає форму кривої розподілу (рис.5.5 ). При зменшенні ( при (=const графік наближається до прямої х=(, але площа під ним завжди залишається рівна одиниці (умова нормування).

Ймовірність попадання випадкової величини х в інтервал значень х в інтервалі від х1 до х2, згідно формули (5.9) рівна:
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Для знаходження інтегралу (5.27) введемо нову змінну 
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 і тоді вираз (5.27) можна переписати у вигляді:

	
[image: image920.wmf](

)

(

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

×

×

=

<

<

ò

+

-

-

s

m

j

s

m

j

j

j

p

s

m

s

m

1

2

1

2

2

2

1

2

1

2

2

1

)

(

x

x

t

t

dx

e

x

x

x

P

x

x

t


	(5.28)


 де 
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. Для цієї функції з допомогою числових методів складена таблиця значень для різних значень параметру t.

При  значеннях x < μ значення t стають від’ємними, а в таблицях для функцій φ(t) значення приводиться тільки для додатніх t. В цьому випадку використовується   властивість  функції  φ(t),що  φ(–t)  ═ – φ( t ).

Користуючись формулою(5.28) можна обчислити ймовірність того, що відхилення нормально розподіленої випадкової величини x від математичного сподівання по абсолютній  величині менше наперед заданого додатного числа ε, тобто ймовірність нерівності /х- μ / <έ, яка рівна:

	P( / Χ − μ / < έ  ) = P( μ − έ < x < μ + έ ) = φ(
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Функція розподілу нормально розподіленої випадкової величини, також може бути виражена через функцію φ (t)

	F(х) =0,5 + φ(t)
	(5.30)


Формула (5.30) дозволяє обчислити значення F(х), використовуючи таблицю значень функцій φ(t).

Нормальний закон розподілу, як і інші закони, не являється абстракцією, а описує реальні закономірності ,які зустрічаються в масових випадкових явищах зокрема, багато величин в біології і медицині розподіляє по нормальному закону :

· вага і ріст новонароджених дітей

· діастолічний тиск крові при досліджуванні великої кількості пацієнтів

· абсолютні похибки показів приладів, вимірювань

· вміст ферментів у здорових людей.

6 Елементи математичної статистики

Математична статистика - це розділ прикладної математики, який безпосередньо примикає до теорії ймовірності. На відміну від теорії ймовірності математична статистика розглядає не дії над законами розподілу і числовими характеристиками випадкових величин, а наближені методи встановлення цих законів по результатах експерименту. Тому завданням математичної статистики є розробка методів реєстрації і аналізу експериментальних даних, які одержані в результаті спостереження масових випадкових явищ, тобто це наука про загальні методи обробки результатів експерименту. Разом з тим, статистика одночасно ставить вимоги до експерименту, з тим щоб зроблені на його основі висновки були правильними. Тому вона часто дає рекомендації по проведенню експерименту, і стає наукою по його плануванню.

6.1 Генеральна та вибіркова сукупності

Нехай потрібно дослідити деяку випадкову величину, тобто знайти закон її розподілу  і визначити числові характеристики. З цією метою над випадковою величиною проводиться ряд незалежних дослідів в яких вона приймає певні значення. Сукупність одержаних числових значень випадкової величини представляє собою первинний матеріал, який підлягає обробці і науковому аналізу .Така сукупність називається простою статистичною сукупністю, або простим статистичним рядом. Так, статистичну сукупність складає число дітей, які народилися в країні за певний час. Окремі елементи, які входять в сукупність, називаються членами статистичної сукупності, а загальне число членів сукупності - її об’ємом.

Спостереження над біологічними об’єктами ведеться за певною ознакою, яка змінюється при переході від одного члена сукупності до іншого. Зміну цієї ознаки називають варіацією, а значення ознаки у даного члена статистичної сукупності - його варіантою X. Так у новонароджених дітей вага являється варіантою, яка варіює від дитини до дитини.

Статистична  сукупність, яка включає в себе всі можливі члени, які в принципі можуть бути віднесені до даної сукупності, називається генеральною. Генеральну сукупність складають всі жителі міста, хворі з даним діагнозом. Внаслідок її багаточисленості генеральна сукупність для дослідження важкодоступна. Тому досліджують  частину об’єктів із генеральної сукупності, яку називають вибірковою сукупністю, або вибіркою. Число членів N генеральної сукупності велике, а число членів  вибірки n обмежене. Для того щоб вибірка достатньо точно характеризувала властивості генеральної сукупності, вибірка повинна бути репрезентативною. Вибірка буде репрезентативною, якщо всі об’єкти генеральної сукупності будуть мати однакову ймовірність потрапити у вибірку.

6.2 Дискретні та інтервальні ряди розподілу.

Результати одержані в результаті випробувань записують в тій послідовності, в якій ці значення були одержані. При подальшій статистичній обробці, варіанти розташовують в порядку зростання або зменшення числових значень. Такий метод застосовується при невеликому об’ємі вибірки.

Нехай значення дискретної ознаки (наприклад, число хворих може бути лише цілочисельним) X1 спостерігається m1 разів, X2-m2 , …. ,Xi-mi . Одержані значення записують у виді таблиці 6.1.

Таблиця 6.1

	X
	x1
	x2
	x3
	……
	xi

	n
	m1
	m2
	m3
	……
	mi


Перший рядок таблиці містить всі можливі числові значення варіанти X, які не співпадають між собою, в порядку зростання (зменшення),а другий рядок - числа m, які рівні числу варіант, які набувають відповідне значення X.

Величина n=m1+m2+m3+…..+mi називається об’ємом вибірки, число спостережень m1, m2, m3……mi - частотами, а величини рівні
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 - відносними частотами. Очевидно, що P1+P2+P3+……+Pi=1.

Таблиця 6.1, в якій вказані всі значення варіант ознаки   і їх частоту появи (відносну частоту) називається дискретним варіаційним рядом розподілу.

Дискретний ряд розподілу можна представити графічно полігоном частот. На осі абсцис відкладають значення ознаки х, а на осі ординат - відповідну частоту mi, або відносну частоту. Лінію, яка з’єднує точки (X1, m1),(X2,m2),……,(Xi,mi) називають полігоном частот.

Приклад 1. Інститут гереонтології дослідив частоту дихання у осіб 60-65 річного віку в місцевості де проживає 100 перестарілих. В результаті спостереження за 100 особами одержано такі результати:

14, 18, 16, 10, 8, 16, 16, 18, 22, 12, 14, 18, 16, 20, 24, 20,

10, 20, 16, 22, 25, 12, 18, 18, 16, 18, 16, 15, 16, 16, 14, 20,

16, 18, 20, 8, 24, 12, 12, 16, 12, 16, 14, 10, 18, 10, 20, 22, 20, 14,

8, 16, 10, 8, 14, 18, 18, 14, 14, 10, 16, 14, 20, 10, 14, 25, 14, 16, 20,

20, 22, 15, 14, 12, 18, 18, 12, 16, 18, 16, 14, 20, 20, 12, 16, 8,

18, 18, 24, 18, 12, 10, 22, 12, 10, 10, 18, 20, 20, 22.

На основі цих даних потрібно:

1) скласти варіаційний ряд;

2) побудувати полігон частот.

Складемо варіаційний ряд розподілу у виді таблиці:

Таблиця 6.2.

	X
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20
	22
	24
	25
	

	M
	5
	9
	10
	11
	17
	23
	14
	5
	4
	2
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На основі даних приведених в таблиці 6.2 будуємо полігон частот, який зображено на рис.6.1.

У випадку, коли кількісна ознака неперервна (може приймати будь-які числові значення в деякому інтервалі)дискретний ряд розподілу перестає бути зручним для запису статистичного матеріалу. В цьому випадку діапазон варіацій ознаки X ділять на інтервали, які називають класами. Ширина кожного інтервалу однакова і визначається таким чином:

	Δx=
[image: image935.wmf]k
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 де  - Xmax , Xmin- найбільше та найменше значення ознаки у вибірці; k - кількість інтервалів. Кількість інтервалів визначають залежно від об’єму вибірки. Оптимальна кількість класів в залежності від об’єму вибірки приведена в таблиці 6.3.

Таблиця 6.3.

	Об’єм вибірки
	N
	25-40
	40-60
	60-100
	100-200
	200-1000

	Оптимальна кількість інтервалів
	K
	5,6
	6-8
	7-10
	8-12
	10-15


Кількість числових значень вибірки в інтервалі є частота попадання у даний інтервал. Значення, які попадають на кінець інтервалу, відносять або до лівого, або до правого інтервалу. Результати записують в таблицю.

Таблиця 6. 4.

	Інтервал X
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	M
	m1
	m2
	……
	mi


Таблицю 6.4, яка містить значення інтервалів і  частоту попадання в даний інтервал називають інтервальним варіаційним рядом розподілу.

Поряд  з частотами інтервалів користуються відносними частотами інтервалів, яка рівна відношенню m-частоти інтервалу до n- об’єму вибірки 
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 .При цьому виконується рівність :
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Для  наглядності інтервальний ряд  розподілу зображують у виді гістограми. Гістограмою частот називають ступінчату фігурку, яка складається із прямокутників, основами яких служить інтервали шириною ΔX, а висота рівна 
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(густина частоти). Гістограмою відносних частот називають ступінчасту фігуру, яка складається із прямокутників, основами яких служать інтервали довжиною 
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Приклад 2.

В таблиці 6.5 приведений інтервальний ряд розподілу росту Х мужчин.

Таблиця 6. 5

	Інтервал X
	150-154
	154-158
	158-162
	162-166
	166-170
	170-174
	174-178
	178-182
	182-186

	 m
	1
	3
	11
	23
	25
	22
	11
	3
	1
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	0.01
	0.03
	0.11
	0.23
	0.25
	0.22
	0.11
	0.03
	0.01


По даним таблиці 6.5 побудувати гістограму частот. Гістограми частот і відносних частот приведені на рис. 6.2.

Побудова варіаційного ряду лише перший крок до  усвідомлення результатів спостережень за досліджуваним  об’єктом. Для прийняття практичних рекомендацій цієї інформації недостатньо. Для характеристики варіаційних рядів необхідно знати:

1. Значення варіанти, навколо якого групуються всі інші числові значення (математичне сподівання).

2. Міру розсіювання числових значень варіанти навколо цього середнього значення (дисперсія D та середньоквадратичне відхилення ().

6.3 Точкові та інтервальні оцінки параметрів розподілу

В розпорядженні дослідника є результати ,які характеризують вибірку. Разом з тим одним з основних завдань математичної статистики є визначення характеристик генеральної сукупності по дослідженням вибіркової сукупності і встановлення  того, наскільки параметри  вибірки відображають основні характеристики генеральної сукупності. Наприклад, для .нормально розподіленої величини необхідно наближено  оцінити математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне відхилення. При цьому розглядають точкові і інтервальні статистичні оцінки параметрів розподілу.

6.3.1 Точкове оцінювання.

Точковою оцінкою називають таку оцінку, яка визначається одним числом. Точкові оцінки повинні мати властивості, які  задовольняють певні вимоги:

1. Незміщеність - математичне сподівання оцінки дорівнює оцінюваному  параметру генеральної сукупності при будь - якому об’ємі вибірки.

2. Ефективність - серед можливих незміщених оцінок  вибирають ту, яка має найменшу дисперсію.

3. Обґрунтованість - з ймовірністю ,близькою до одиниці, різниця між істинною величиною параметра та значенням його оцінки є   як завгодно малою при достатньо великому об’ємі вибірки.

Генеральна сукупність характеризується генеральною середньою сукупністю, яка рівна:
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Тобто генеральна середня рівна математичному сподіванню випадкової величини.

Якщо значення ознаки  X1,X2,X3,……Xk - мають відповідно частоти m1,m2,m3,……,mk і  , то m1+m2+m3+……+ mk = N, тоді 
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Вибірковою середньою 
[image: image948.wmf]в

Х

 називають середнє арифметичне  значення ознаки вибіркової сукупності. Вибіркова середня 
[image: image949.wmf]в

Х

змінюється від вибірки до вибірки, тобто являється випадковою величиною. Показано, що при достатньо великому об’ємі вибірки n справедливо:
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тобто при збільшенні об’єму вибірки n вибіркова середня прямує до генеральної середньої. Це означає, що незміщеною оцінкою генеральної середньої служить вибіркова середня, іншими словами математичне сподівання від вибіркової середньої рівне генеральній середній: 
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Середня вибіркова 
[image: image952.wmf]в
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являється також ефективною оцінкою, так як містить в собі більше інформації відносно μ , чим будь-яка інша оцінка цього параметру. 
[image: image953.wmf]в

Х

являється також достатньою оцінкою, тобто в ній міститься вся інформація вибірки відносно μ і ніякі інші показники, обчислені по вибіркових даних не можуть збільшити цю інформацію.

Для статистичного ряду розподілу вибіркова середня обчислюється по формулі:

	
[image: image954.wmf]i

k

i

i

k

k

k

m

X

n

m

m

m

m

m

X

m

X

m

X

m

X

Х

å

=

=

+

+

+

+

+

+

+

+

=

1

3

2

1

3

3

2

2

1

1

в

1

......

......


	(6.5)


де  n - об’єм вибірки, x1, x2, x3 - значення ознаки, m1,  m2, m3,... mk - число варіант, які приймають відповідне значення.

Для інтервального ряду розподілу вибіркова середня обчислюється по формулі:
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 де 
[image: image956.wmf]і

X

- середня значення  і -го інтервалу, mі - число  варіант, які попадають в і-вий інтервал.

Генеральною дисперсією називають  середнє арифметичне квадратів відхилення значень ознаки, яка вивчається генеральною сукупністю, від їх генеральної середньої 
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Дисперсія генеральної сукупності характеризує розсіювання значень ознаки навколо свого середнього значення. Якщо значення ознаки Х1, Х2,.....ХК спостерігаються з частотами m1, m2,.....mК i 
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Вибірковою дисперсією називають середнє арифметичне квадратів відхилення одержаних значень ознаки від їх середнього значення. 
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Відповідно, генеральним середнім квадратичним відхиленням (стандартом) називають корінь квадратний із генеральної дисперсії: 
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Для вибірки середнє квадратичне відхилення рівне: 
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Доведено, що вибіркова дисперсія  являється зміщеною оцінкою генеральної дисперсії, тобто математичне сподівання вибіркової дисперсії не рівне генеральній дисперсії, а визначається рівністю:
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Найкращою точковою оцінкою генеральної дисперсії ознаки при невідомій величині математичного сподівання є величина:
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яка називається  виправленою вибірковою дисперсією. Ця оцінка являється незміщеною і ефективною. Виправленою вибірковою дисперсією користуються при малих об’ємах вибірки  (n<30). При збільшенні об’єму вибірки значення оцінки прямує до значення параметру генеральної сукупності.

Доведено, що якщо із нормальної генеральної сукупності взяти необмежену серію вибірок об’ємом n, то сукупність середніх  
[image: image965.wmf]в
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, які обчислені  по окремим вибіркам, утворюють нормальну сукупність з тією ж генеральною середньою μ і з дисперсією 
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 вибіркової середньої, в n раз меншою дисперсії генеральної сукупності, тобто:
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Оскільки, найкращою оцінкою являється виправлена вибіркова дисперсія, то виправлена дисперсія вибіркової середньої рівна:
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Виправлене середнє квадратичне відхилення рівне:
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6.3.2 Інтервальні оцінки

При вибірці малого об’єму точкова оцінка може сильно відрізнятись   від параметру, який оцінюється, що приведе до грубих помилок. Тому при невеликому об’ємі вибірки користуються  інтервальними оцінками.

Інтервальною називають таку оцінку яка визначається двома числами - кінцями інтервалу, який покриває оцінюваний параметр. Крім того інтервальні оцінки дозволяють встановити точність і надійність оцінок.

Відомо, що найкращою оцінкою генеральної середньої (математичного сподівання μ )  являється вибіркова середня 
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.Зрозуміло, що чим точніше 
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визначає параметр μ, тим менша абсолютна величина різниці 
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 характеризує точність оцінки.

Статистичні методи не дозволяють категорично стверджувати, що оцінка 
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 задовольняє нерівність 
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 .Можна  говорити, що ця нерівність виконується  з ймовірністю α. Ймовірність α з якою виконується  нерівність 
[image: image978.wmf]x

m

<

-

в

X

 називають надійністю (довірча ймовірність) оцінки параметра μ по 
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Цю нерівність можемо переписати у виді:
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Інтервал 
[image: image982.wmf])
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 називають довірчим інтервалом.

Величина α повинна бути достатньо близькою до 1. В біологічних дослідженнях довірча ймовірність повинна бути рівною 0,95(95%).При розробці біологічних стандартів потрібно користуватись 99%-ю довірчою ймовірністю.

Довірча ймовірність (надійність) з точністю 
[image: image983.wmf]x

 зв’язана рівністю:
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яка означає, що з ймовірністю α параметр μ ,який визначається, знаходиться в інтервалі 
[image: image986.wmf])

;

(

x

x

+

-

в

в

X

  

  

X

.Цей інтервал називається довірчим інтервалом.

Для нормально розподіленої випадкової величини при знаходженні довірчого інтервалу для оцінки математичного сподівання μ : згідно формули(6.15) маємо:
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Величина 
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і довірчий інтервал оцінки математичного сподівання по середній  вибірковій 
[image: image995.wmf]в
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 рівний:
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Точність оцінки (6.17) дає можливість визначити мінімальний об’єм вибірки n для даного 
[image: image997.wmf]x

 і 
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Приклад 3. Вимірювання  об’єму ампул 1% розчину аскорбінової кислоти в розчині глюкози дало вибіркове  середнє значення  =10мл.Знайти довірчий інтервал для оцінки математичного сподівання ,якщо об’єм вибірки n=50, дисперсія (2= 0,09 мл2  і дана довірча ймовірність вибірки ( =0,95.


Розв’язок.

Так як 
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Довірчу ймовірність (надійність) ( =0,95 треба розуміти так. Якщо здійснено достатньо велике число вибірок, то в 95% з них довірчий інтервал для ( буде лежати у визначених межах і лише в 5% випадків може вийти за межі вказаного інтервалу.

6.5 Розподіл Стьюдента

З допомогою критерію
[image: image1004.wmf]t

, який розглядався в попередньому параграфі, розраховується інтервальна оцінка параметру 
[image: image1005.wmf]m

 при допомозі вибіркової середньої, якщо відомо середнє квадратичне відхилення ( генеральної сукупності при великому об`ємі вибірки п. Проте в більшості випадків об`єм вибірки невеликий (менше 20-30 членів( і тому критерій 
[image: image1006.wmf]t

не можна застосовувати для знаходження інтервальної оцінки.

При таких умовах для оцінки 
[image: image1007.wmf]m

(істинного значення вимірюваної величини(генеральної сукупності, яка розподілена по нормальному закону, або близькому до нього використовується розподіл Стьюдента. Англійський математик У.Госсет (псевдонім “Стьюдент ”(встановив закон розподілу випадкової величини tc( 
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 де
[image: image1009.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1010.wmf]в

X

- вибіркова середня,
[image: image1011.wmf]m

- генеральна середня, s- виправлене середнє квадратичне відхилення.

Цей закон справедливий для будь - яких n, якщо досліджувана випадкова величина Х розподілена за нормальним законом. При цьому величина 
[image: image1012.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1013.wmf]t

c не являється нормально розподіленою . Її розподіл називається розподілом з n-1 степенем вільності.

Густина ймовірності випадкової величини розподіленої за законом Стьюдента задається формулою(
	s(tc, n(=Bn(1+
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де величина Вn залежить від об’єму вибірки.

На рис. 6.3 приведено графік густини ймовірності s(tc, n( випадкової величини tc для n=4. Пунктирною лінією зображена стандартизована нормальна крива f(t(.

При малих n крива s(tc, n( значно відрізняється від нормальної кривої. Із збільшенням n розподіл Стюдента наближається до нормального і при 
[image: image1015.wmf]20
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 практично не відрізняється від нього. Таким чином, розподіл Стьюдента є частковим випадком нормального розподілу; він відображає специфіку зміни вибірки малого об’єму n<30, яка розподілена по нормальному закону в залежності від n.

Наслідком відкриття закону розподілу Стьюдента є зміна формул для знаходження довірчого інтервалу математичного сподівання випадкової величини при заданій довірчій імовірності (. Довірчий інтервал при невідомому ( і об’ємі вибірки n<30 визначається за  формулою:
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де t(,n  - коефіцієнт Стьюдента, який залежить від об’єму вибірки n і довірчої імовірності (. Значення t(,n  при відповідних значеннях ( і n приведені в таблиці.

Приклад 3. Випадкова величина Х має нормальний розподіл. При n=16, 
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 і виправлене середнє квадратичне відхилення S=0,6. Оцінити невідоме математичне сподівання з довірчою імовірністю  (=0,95.

Розв’язок. Значення t(,n  знаходимо по таблиці t0,95;16  =2,13. Межі довірчого інтервалу відповідно рівні:
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Таким чином математичне сподівання генеральної сукупності з довірчою імовірністю 0,95 знаходиться в інтервалі:
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Рис.1.1
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Рис.1.2
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Рис.1.2 
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Рис.1.3
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Рис. 1.4 Радіоциклограма мозку
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Рис.2.1
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Мал. 3.2





� EMBED Visio.Drawing.6  ���


Мал. 3.3
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Мал. 4.1
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